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Apresentacao

Este livro didético corresponde a disciplina Tépicos de
Matemitica Elementar I1.

O material foi elaborado visando a uma aprendizagem auténoma,
abordando contetidos especialmente selecionados e adotando uma
linguagem que facilite seu estudo a distincia.

Por falar em distincia, isso ndo significa que vocé estard
sozinho. Nao esqueca que sua caminhada nesta disciplina
também serd acompanhada constantemente pelo Sistema
Tutorial da UnisulVirtual. Entre em contato sempre que sentir
necessidade, seja por correio postal, fax, telefone, e-mail ou
Espaco UnisulVirtual de Aprendizagem - EVA. Nossa equipe
terd o maior prazer em atendé-lo, pois sua aprendizagem ¢ nosso
principal objetivo.

Bom estudo e sucesso!

Equipe UnisulVirtual.
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Palavras das professoras

Prezado participante do curso!

Neste livro apresentamos conteidos de Matemitica
relativos a disciplina Tépicos de Matemitica
Elementar II. Todos conceitos apresentados sio
considerados bésicos para a sua formacio inicial e
sdo discutidos no ensino médio da Educacio Bésica.
Vamos ampliar idéias objetivando-se atender as
especificidades do projeto pedagdgico do curso que
preconiza a inser¢do sistemadtica de elementos da
Hist6ria da Matematica.

Considerando-se que o mundo atual exige a formagio
de um profissional com competéncia e habilidades para
atuar num contexto informatizado, no decorrer desse
livro vamos incentiva-lo e orientd-lo para o uso de
recursos tecnolégicos.

Para iniciar um relacionamento com as demais
disciplinas do curso, em especial com as disciplinas de
Prética de Ensino, vamos de forma sistemdtica chamar
a atengdo para aspectos diddticos do processo ensino-
aprendizagem da Matemitica.

Observando que estamos trabalhando no contexto

da Educagio a Distancia, adotamos uma linguagem
coloquial na parte textual, mostrando sempre as
diferentes linguagens utilizadas pela matemadtica. Essa
escolha propiciard a vocé o desenvolvimento sistematico
de diferentes representacdes semiéticas dos objetos
matematicos.

Na disciplina Tépicos de Matematica Elementar I,
vocé recebeu o convite para ingressar no maravilhoso



mundo da educagio matemitica, agora, nesta disciplina, vamos

juntos avangar buscando sempre um didlogo virtual criativo e
sistematico.

Vamos 14?
Profa. Diva Marilia Flemming, Dra.
Profa. Elisa Flemming Luz, Dra.



Plano de estudo

O plano de estudos visa a orienti-lo/a no
desenvolvimento da disciplina. Nele, vocé encontrara
elementos que esclarecerdo o contexto da disciplina e
sugerirdo formas de organizar o seu tempo de estudos.

O processo de ensino e aprendizagem na UnisulVirtual
leva em conta instrumentos que se articulam e se
complementam. Assim, a constru¢io de competéncias
se dd sobre a articulacdo de metodologias e por meio das
diversas formas de a¢io/mediacio.

Sdo elementos deste processo:
m 0 livro diddtico;

m 0 Espaco UnisulVirtual de Aprendizagem -
EVA;

= as atividades de avalia¢do (complementares, a
distdncia e presenciais).

Ementa da disciplina

Anilise Combinatéria: permutagdes, arranjos e
combinag¢des. Binomio de Newton. Nogdes de grafos.
Aplicagoes.

Polinoémios: Estrutura algébrica de polindémios.
Aritmética polinomial. Algoritmo de Euclides.
Fatoragdo de polinémios. Discussio das equagoes
polinomiais (aspectos histéricos). Teorema Fundamental
da Algebra (enunciado e aplicacdes). Fungdes
polinomiais.
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Carga horaria:

30 horas — 2 créditos
Objetivos

Geral

Analisar e discutir os contetidos de andlise combinatéria,
binémio de Newton e polindmios a partir do desenvolvimento
de situagoes problema, cuja modelagem envolve diferentes
representagdes semioticas.

Especificos

» Compreender os conceitos, procedimentos e estratégias
matemadticas que permitam desenvolver estudos
posteriores envolvendo conteddos de matematica basica;

= Analisar objetos de estudo a partir de diferentes
representagoes semioticas;

» Aplicar conhecimentos matematicos nas situagdes
problemas e nas tomadas de decisoes;

» Desenvolver a capacidade de anilise e resolugio de
problemas;

» Utilizar corretamente procedimentos e ferramentas
tecnolégicas na resolugio de problemas;

» Desenvolver o espirito de equipe estimulando a pesquisa.

Conteudo programatico/objetivos

Os objetivos de cada unidade definem o conjunto de
conhecimentos que vocé deverd deter para o desenvolvimento de
habilidades e competéncias necessirias a sua formagdo. Neste
sentido, veja a seguir as unidades que compdem o Livro Didatico
desta disciplina, bem como os seus respectivos objetivos.

Unidades de estudo: 4
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Unidade 1 - Analise Combinatoria

No decorrer desta unidade sao apresentados os conceitos basicos
da Anilise Combinatdria e a resolugio de diferentes tipos de
problemas que sdo modelados com essa ferramenta matematica.
A reflexdo sistemitica no decorrer de todo o texto permite o
desenvolvimento de competéncias necessarias para a formagio
profissional do professor de matematica.

Unidade 2 - Binomio de Newton

A identificagdo e a reflexdo dos procedimentos utilizados na
expansdo do binémio de Newton sio discutidas nesta unidade,
propiciando a visualizagio do formalismo matemdtico no
decorrer da sua formagio histérica e tecnolégica.

Unidade 3 - Polindmios

Reconhecer polindmios em diferentes expressdes algébricas
facilita a formagio de competéncias para a resolucio de
problemas, pois na pritica, deparamos sempre com problemas
que sdo modelados com expressdes polinomiais. A dlgebra,
presente no decorrer do estudo, formaliza o desenvolvimento do
pensamento organizado necessirio no dia-a-dia do ser humano.

Unidade 4 - Equag¢oes Polinomiais e Fun¢oes Polinomiais

Nesta unidade retoma-se o estudo de equagdes e fungdes
polinomiais, para avancar na reflexdo teérica e didatica dos
objetos matemadticos envolvidos. Os recursos computacionais
abordados direcionam o olhar para o mundo atual, mostrando
a importancia da matemadtica na formacio pessoal e cultural em
diferentes profissoes.

13
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Agenda de atividades / Cronograma

= Verifique com ateng¢do o EVA, organize-se para acessar
periodicamente o espaco da disciplina. O sucesso nos seus
estudos depende da priorizagio do tempo para a leitura; da
realizagio de andlises e sinteses do conteudo; e da interagio

com OS S€us colegas e tutor.

m Nio perca os prazos das atividades. Registre no espago
a seguir as datas, com base no cronograma da disciplina

disponibilizado no EVA.

m Use o quadro para agendar e programar as atividades relativas

ao desenvolvimento da disciplina.

Atividades obrigatorias

Demais atividades (registro pessoal)




UNIDADE 1

Analise Combinatoria

i@l)‘ Objetivos de aprendizagem

m Conhecer os conceitos basicos do estudo da Andlise
Combinatoria.

m Resolver problemas que utilizam na sua solucao
conceitos da Analise Combinatoria.

= Analisar e refletir sobre o uso de diferentes ferramentas
didaticas no ensino da anélise combinatéria.

Secoes de estudo
> 4
Secao 1 Conjuntos Finitos em Estudo
Secao 2 Identificando Arranjos, Permutagdes e
Combinacdes
Secao 3 Introduzindo férmulas para a resolugéo de
problemas
Secao4 Uso do fatorial

Secao 5

Agrupamento com repeticao de elementos
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Para inicio de conversa

Na anilise combinatéria vocé poderd observar métodos que
permitem contar nimeros de elementos de um conjunto formado
sob especificas condi¢des.

Diversas férmulas sdo estabelecidas para facilitar o processo de
contagem.

A aplicagio basica desta ferramenta estd na resolugio de
diferentes situa¢oes problemas originadas historicamente, de
forma recreativa ou no contexto do dia-a-dia.

Acompanhe sempre o raciocinio proposto no decorrer do texto
para que vocé possa identificar as situagdes que caracterizam as
combinagdes, os arranjos e as permutagoes.

Vamos juntos fazer uma caminhadal!

casa, acsa, saca, aacs,
scaa, caas, ...

Sera que posso saber a
quantidade antes de
montar tudo isto?
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SECAO 1 - Conjuntos Finitos em Estudo

Para iniciar o estudo da Anilise Combinatéria é fundamental
conhecer a natureza dos conjuntos que vamos trabalhar.

A

Olhando o passado!

Em 1915, a “Analise Combinatéria” ganhou destaque
com a publicacao de Percy Alexander MacMahn

(1854 - 1929). Destaca-se o matematico Paul Erdds
(1913 - 1996), que auxiliou muito na resolucao de
problemas e na formalizacdo da Analise Combinatdria.
Tém-se registros de que a Andlise Combinatdria ja

era discutida no século XVI, pelo matematico italiano
Niccollo Fontana (1500-1557), conhecido como
Tartaglia. Depois dele, vieram os franceses Pierre de
Fermat (1601-1665) e Blaise Pascal (1623-1662).

Para acompanhar as idéias, vocé deverd refletir e desenvolver
cada questdo apresentada no decorrer do texto antes de seguir em
frente. Observe as respostas que estdo dentro do quadro ou no
rodapé e retorne as questoes caso haja davida.

Responda as seguintes questdes:

1. Escreva o conjunto A dos nimeros pares maiores que 3 e
menores que 11.

2. Quantos elementos tém o conjunto A?

3. Escreva o conjunto B formado por anagramas da palavra

PAR.

4. Quantos elementos tém o conjunto B?

5. Seja C o conjunto de nimeros de 3 algarismos, todos
distintos, formados com os digitos 1,2,3,4,5,6,7 e 8.
Quantos elementos tém o conjunto C?

Unidade 1

17
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" Pare! Observe!

Anagrama é uma palavra ou frase formada pela
transposicdo das letras de outra palavra ou frase. Ex.:
Belisa (de Isabel).

“E dizem que a Iracema do romance de Alencar é o
anagrama de América.” (RIBEIRO, Curiosidades Verbais,
p. 76).

\Y

@ Respostas:
J 1. A={4,6,8,10}
2. quatro
3. B={PAR, PRA, APR, ARP, RPA, RAP}
4

. seis

5. C=1{123, 321, .., 231} - E uma tarefa ardua!

Veja que:
m a resposta da questdo 5 nio ¢ obtida rapidamente;

m os conjuntos B e C tém os seus elementos formados de
forma diferente que os elementos do conjunto A;

» 0s elementos dos conjuntos B e C sio

AGRUPAMENTOS formados sob certas condicoes.

Na anilise combinatéria vocé vai trabalhar com conjuntos finitos
cujos elementos sdo agrupamentos, portanto, com conjuntos do
tipo dos conjuntos B e C.

Analise as seguintes situagdes experimentais:

Situacdo 1: Quatro livros precisam ser arrumados em uma
prateleira na posi¢do vertical. As figuras 1.1, 1.2 ¢ 1.3
mostram as alocag¢oes realizadas por Maria, Jodo e José
respectivamente.
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W

?1.
Q
IS
=
Q
[=]
—
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Aomo{t;g

Figura 1.1 Figura 1.2 Figura 1.3

Vocé pode dispor os livros de outra maneira?
Se sim, quais?’

Situagdo 2: Uma crianga tem 3 brinquedos: uma bola, um
carrinho e um avifozinho. Sua mie sugeriu que primeiro
brincasse com o carrinho e quando o seu colega chegasse, fosse
brincar com a bola. No final da tarde brincaria com o avidozinho.

Sl
O~ @ =

Figura 1.4

A crianga, no entanto, preferiu brincar primeiro com o
avidozinho, depois de carrinho e, por tltimo, com a bola (ver

Figura 1.5).

Sl

©0©

1 Se vocé realizou a experiéncia deve ter respondido ‘Sim’e deve ter encontrado outras 21
posi¢des, totalizando 24 opgdes.
Unidade 1

19
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Vocé acha que a crian¢a poderia fazer uma escolha
diferente??

No dia seguinte, a mie da crianca sugeriu que ele brincasse
somente com dois brinquedos dentre os seus trés brinquedos
preferidos (avido, carro e bola). A crianga optou por brincar com
o avidozinho e o carrinho (ver Figura 1.6).

=

Figura 1.6

Sl

@ @

A crianga poderia ter feito outras escolhas??

Se a crianca brincar primeiro de avidozinho e
depois com o carrinho ou se primeiro brincar de
carrinho para depois brincar de avidozinho, estaria
contrariando a sugestdo de sua mae?*

Nas situagdes dadas vocé pode observar dois conjuntos:

(1) O conjunto cujos elementos ou agrupamentos sio
maneiras de arrumar 4 livros em uma prateleira;

(2) O conjunto cujos elementos sdo brinquedos
escolhidos por uma crianga para brincar, sob certas
condi¢oes.

2 Sim; poderia ter 4 outras opgdes, totalizando 6 opgdes.
3 Sim; poderia ter duas outras opgdes totalizando-se 3 opgdes.
4 Nio, porque a sugestio era brincar com dois brinquedos, ndo importando a ordem.
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diferentes pela sua ordem ou por sua natureza?’

w Volte na situacdo 1 e observe os agrupamentos. SGo
E nasituacdo 2?°

As experiéncias realizadas mostraram que no dia-a-dia é
possivel identificar situa¢oes simples que nos mostram a
formacio de agrupamentos. Na se¢do seguinte vocé vai analisar
essas experiéncias dando um foco maior para a quantidade de
agrupamentos que sio obtidos em diferentes situagdes praticas.

SECAO 2 - Identificando Arranjos, Permutacdes e
Combinagoes

Analise os seguintes exemplos e observe a formagio dos
agrupamentos.

EXEMPLOS:

(1) Encontre os nimeros de dois algarismos distintos que podem
ser formados usando 2, 3,4 € 5.

Resposta:

[ 32532343502 83]45]5]5]54]

(2) Forme todas as possiveis equipes com dois alunos usando os
alunos Jodo, José, Maria, Clara e Lucia.

Resposta:

{Jodo, José}; {Jodo, Maria}; {Jodo, Clara}; {Jodo, Lucia};
{José, Maria}; {José, Clara}; {José, Licia}; {Maria, Clara};
{Maria, Lucia}; {Clara, Lucia}

(3) Encontre os nimeros de 3 algarismos distintos que podem ser
formados, usando 4,5 e 7.

Resposta:

| 457 | 475 | 547 | 574 | 745 | 754 |

5 Pela sua ordem.
6 Pela ordem, no primeiro momento e, pela natureza, no segundo momento.

Unidade 1

21
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Volte aos resultados obtidos e confira:

= No exemplo (1) os agrupamentos diferem entre si pela
ORDEM (por exemplo, 23 e 32) ou pela NATUREZA
(por exemplo, 34 e 52).

= No exemplo (2) um agrupamento é diferente do outro

apenas pela NATUREZA dos elementos componentes.

= No exemplo (3) cada agrupamento é constituido por
todos os elementos e diferem entre si pela ORDEM.

$)) Os exemplos (1), (2) e (3) exemplificam Arranjos
simples, Combinag¢oes simples e Permutagoes

simples respectivamente.

Vocé poder utilizar as seguintes notagoes:

Exemplo (1) A4,2 Arranjo Simples
Exemplo (2) Cs,z Combinagdo Simples
Exemplo (3) P, Permutacdo Simples

Compare os exemplos (1) e (3) e observe que podemos considerar
a permutac¢do simples como um caso particular de arranjos
simples.

Podemos analisar o exemplo (1) e desenvolver um raciocinio
légico representado por um diagrama de arvore visualizado na

Figura 1.7.

(91 B w
A wWN v W N AN AW

Figura 1.7
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u Pare! Observe!

No decorrer do estudo da matematica é muito usual o
estabelecimento do objetivo “desenvolver o raciocinio
I6gico”. Na maioria das vezes isto nao é possivel,

pois as atividades apresentadas nao propiciam
efetivamente a construcao dessa competéncia. Neste
momento, efetivamente, estamos diante de uma
situacao que organiza o pensamento légico.

Veja que o problema pode ser visualizado por duas etapas
sucessivas e independentes de tal modo que na:

m primeira etapa tém-se 4 possibilidades;
» segunda etapa tém-se 3 possibilidades.

O resultado final ¢ o resultado do produto das possibilidades de
cada etapa: 4x3=12.

A representacgio da Figura 1.7 é denominada de ‘4rvore das
possibilidades’ e é bastante usada no contexto do estudo das
Probabilidades. O principio estabelecido para encontrar a solu¢io
¢ denominado de Principio Fundamental da Contagem.

Observe que podemos usar este principio no exemplo (3) e ndo
podemos usé-lo no exemplo (2). No exemplo (2) ndo podemos
formular o problema como etapas sucessivas independentes.

Verifique na Figura 1.8 a drvore de possibilidades do exemplo (3).
Tem-se 3x2x1=6 possibilidades.

Figura 1.8

Unidade 1
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Com os algarismos 4, 5, 6 e 7, quantos nimeros de 2 algarismos,
sem os repetir, podemos formar? Quantos nimeros de 3
algarismos? Quantos nimeros de 4 algarismos? Exemplifique
alguns agrupamentos e indique se eles diferem pela ordem e/ou
natureza.

Solucao:

Tem-se um conjunto de 12 nimeros de 2 algarismos cada: 45,
46, 47, 54, 56, 57, 64, 65, 67, 74, 75, e 76. Esses elementos sio
diferentes pela natureza dos algarismos (por exemplo, 46 e 54) ou
pela ordem (por exemplo, 45 e 54). Estamos diante de Arranjos
simples e podemos denotar 4,, =12.

Tem-se um conjunto de 24 nimeros de 3 algarismos cada: 456,
457, 465, 467, 475, 476, 546, 547, 564, 567, 574, 576, 645, 647,
654, 657, 674, 675, 745, 746, 754, 756, 764, 765. Esses elementos
sdo diferentes pela natureza dos algarismos (por exemplo, 456 e
567) ou pela ordem (por exemplo, 456, 564 ou 645). Podemos

denotar como 4,, =24.

Tem-se um conjunto de 24 nimeros de 4 algarismos cada: 4567,
4576, 4657, 4675, 4756, 4765, 5467, 5476, 5647 5674, 5746,
5764, 6457, 6475, 6547, 6574, 6745, 6755, 7456, 7465, 7546,
7564, 7645, 7654. Para este caso os agrupamentos diferem apenas
pela ordem de seus elementos. Denotamos por 4,, =24.

Esse exemplo poderia se resolvido sem a enumeragdo dos
agrupamentos, pois bastaria verificar o nimero de possibilidades
de ocorréncia em cada etapa da formagio da arvore de

possibilidades.

Kp Olhando o presente!

P1. Escolha 3 colegas da sua turma e verifique quantas
duplas poderao ser formadas.
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Este problema mostra uma situagio em que os agrupamentos
diferem apenas pela natureza. Supondo que vocé tenha escolhido
os colegas A, B e C, as duplas a serem formadas sio: AB, AC

e BC. Neste caso, estamos diante de Combinagdes Simples e
denotamos por C;, =6.

O Principio Fundamental da Contagem apresenta um método
para determinar o nimero de possibilidades de ocorréncia de
um acontecimento sem a necessidade de descrever todas as
possibilidades. Assim, o seu uso facilita a conclusio de diferentes
tipos de problemas.

»)
& Principio Fundamental da Contagem

Se um acontecimento pode ocorrer por varias etapas
sucessivas e independentes de tal modo que:

m P1 é 0 niimero de possibilidades da primeira etapa;
m P> é o nimero de possibilidades da segunda etapa;

m P é o nimero de possibilidades da n-ésima etapa.

Entdao: p, X p,X...X p, é o nUmero total de
possibilidades de ocorréncia do acontecimento.

EXEMPLOS:

(1) Quatro times de futebol (Vasco, Grémio, Figueirense. Avai)
disputam um torneio. Quantas e quais sio as possibilidades de
classificagdo para os trés primeiros lugares?

Unidade 1
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Solugao: Observe a arvore de possibilidades:.

1°. Lugar 2°. Lugar 3. Lugar
FIGUEIRENSE — {GREM]O
. FIGUEIRENSE
VASCO —GREMIO -
AVAI
FIGUEIRENSE
AVAI - .
GREMIO
REMI
VASCO - G 0
AVAI
. VASCO
FIGUEIRENSE — < GREMIO -
AVAI
VASCO
AVAI - .
GREMIO
VASCO
FIGUEIRENSE — {
. FIGUEIRENSE
GREMIO —VASCO —
AVAI
FIGUEIRENSE
AVAI -
VASCO
FIGUEIRENSE — GREMIO
VASCO
) FIGUEIRENSE
AVAI — I GREMIO -
VASCO
FIGUEIRENSE
VASCO )
GREMIO

Assim tem-se:
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m 4 possibilidades para a primeira etapa;
» 3 possibilidades para a segunda etapa;

m 2 possibilidades para a terceira etapa.

Logo, pelo principio fundamental da contagem, tem-se:
4x3x2 =24 possibilidades de classificagio.

(2) Os ntimeros de telefones de Santa Catarina de cédigo 48 tém
8 digitos. Determine o nimero maximo de telefones que podem
ser instalados para o cédigo 48 sabendo-se que os nimeros nio
podem comegar com zero?

Solugio:

Nio vamos montar a drvore de possibilidades, pois serd um
imenso trabalho. Basta aplicar o principio fundamental da
contagem. Tem-se:

» 9 algarismos disponiveis para o primeiro digito;

10 para o segundo;

10 para o terceiro;

10 para o quarto;

10 para o quinto;

10 para o sexto;

10 para o sétimo;

10 para o dltimo digito;

Assim, tem-se: 9x107 =90000000 nimeros disponiveis para
telefones.

u Pare! Observe!

Veja que na primeira etapa — colocacgao do primeiro
digito - foi considerado somente 9 digitos, pois esta
condicionada a ndo existéncia do zero nesta posicao.

Unidade 1
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(3) Uma fabrica de méveis tem 10 modelos de mesas e 4 modelos
de cadeiras. Quantos modelos para a venda do jogo de mesas e
cadeiras a fabrica pode oferecer aos seus clientes?

Solugio:

Podemos usar o principio fundamental da contagem, fazendo as
seguintes etapas:

» Escolha da mesa — 10 opgoes;
» Escolha da cadeira — 4 opg¢oes.

Assim, temos: 10xX4 =40 modelos de jogos de mesas e cadeiras.

(4) De quantos modos cinco pessoas podem sentar-se em um
carro com cinco lugares:

» indistintamente?
» quando somente um deles dirige?
Solugao:

Usando o principio fundamental da contagem, na situagio nem
todos sabem dirigir:

m para a primeira pessoa a sentar no carro tem-se 5 opgoes;
m para a segunda tem-se 4 opgoes;

= para a terceira tem-se 3 opgdes;

= para a quarta tem-se 2 opgoes;

= para a quinta tem-se 1 opgdo.

Assim temos: 5x4x3x2x1=120 modos.

Quando somente uma pessoa dirige, vamos ter somente que
alocar quatro pessoas em quatro lugares:

m para a primeira pessoa a sentar no carro tem-se 4 opgoes;
m para a segunda tem-se 3 op¢oes;
= para a terceira tem-se 2 opgoes;

m para a quarta tem-se 1 opgoes;
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Assim temos: 4x3x2x1=24 modos.

Vocé ja deve ter percebido que o uso do principio fundamental
da contagem tem restri¢oes de uso, pois podemos ter a situagio
em que as etapas sucessivas sio identificadas, mas elas nao

sdo independentes. Nestes casos é importante usar novas
técnicas de contagens a partir da identificagio da formagio

dos agrupamentos. A nova técnica consiste, inicialmente,

na identificagio de Arranjos, Combina¢des ou Permutagdes

e, posteriormente, fazer cilculos com férmulas previamente
definidas para cada situagio especifica.

SECAO 3 - Introduzindo formulas para a resolucao de
problemas

Nio vamos fazer dedugio formal de férmulas, vamos
simplesmente introduzir um raciocinio que conduzird para a
visualizagdo das férmulas.

Veja os quadros que seguem mostrando a quantidade de niimeros
com p algarismos distintos que se pode formar com 7 algarismos
distintos (obs.: 7 e p sio nimeros inteiros e P <7 ). Observe na
primeira linha do quadro os valores para n e p; na segunda linha
o conjunto de agrupamentos e, na ultima linha, a formalizagao
da contagem. No quadro 1.1 temos a formagio usando 3 digitos e
no quadro 1.2 usando-se 4 digitos (para facilitar o raciocinio ndo
vamos usar o digito zero).

Quadro 1.1- Arranjos simples de 3 elementos p a p com p variando de 1a3

n=3ep=1 n=3ep=2 n=3ep=3
L 31 32 13| 2 A
2 12 23 o 132 123
3 231 213
3 3X2=6 3x2x1=6
A3,1 =3 A3,2 =6 A3,3 =P = 6

Unidade 1
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Quadro 1.2 - Arranjos simples de 4 elementos p a p com p variando de 1a 4

n=4ep=1 n=4ep=2 n=4ep=3 n=4ep=4
123 213 312 412 1234 2134 3124 4123
1 12 21 3 M 124 214 314 413 1243 2143 3142 4132
2 13 23 30 42 132 231 321 421 1324 2314 3214 4213
3 14 24 3 M3 134 234 324 423 1342 2341 3241 4231
4 142 241 341 431 1423 2413 3412 4312
143 243 342 432 1432 2431 3421 4321
4%x3=12 4x3%x2=24 4%x3x2x1=24
! 4,=12 4, =24 A,=P=24

Vocé pode fazer outras tabelas e poderd observar que temos a
possibilidade de fazer uma generaliza¢do, montando uma férmula
para calcular Arranjos de # elementos p a p.

»)
R Arranjos de n elementosp ap

An,p =n(n-1)(n-2)---(n—p+1)

Vocé podera constatar que o produto sempre terd p fatores e
quando 7n=p vocé terd permutagdes simples. Os exemplos que
seguem mostram a aplica¢do da férmula dada.

Exemplo:

Quantos nimeros de 5 algarismos distintos podem ser formados
com os algarismos do sistema decimal sem os repetir, de modo
que:

(a) comecem por 2;
(b) comecem por 3 e terminem por 5.

Solugao:

Item (a) Item (b)

RN ERERNIORERER RN

A,,=9-8-7-6=3024 As;=8-7-6=336
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E importante lembrar que, quando temos os Arranjos com n=p,
usamos a denotagio de Permutagées. Assim, podemos estabelecer
a férmula para o cilculo das permutagées simples.

&‘ Permutagoes simples com n elementos

A =P =n(n-1)(n-2)...1.

n,n

Estamos diante de n fatores que, ao serem escritos em ordem
decrescente, tém como ultimo fator, o nimero 1.

Para facilitar a notagio vocé poderi escrever:
A4,,=F =nl

Observe que o ponto de exclamagio estd indicando a
multiplicagdo da defini¢do de Arranjos Simples de n elementos n
a n ou Permutagio Simples de n elementos. Costuma-se falar n
fatorial para o

simbolo n!

EXEMPLOS:

(1) Quantos anagramas tém a palavra LIVRO?

Solugio:

oy

A4s5=5.43.2.1=120 anagramas.
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(2) Quantos anagramas tém a palavra vestibular que:
(a) comegam por A?
(b) comegam por A e terminam por E?

Solu¢ao:

Item (a)

[ARERERERERERER NN NN

Ay =F=9-8-7-6-5-4-3-2-1=362.880 anagramas.

Item (b)

RN ERERERERG

Ay =F=8-7-6-5-4-3-2-1=40.320 anagramas.

Veja agora o estabelecimento de uma férmula para calcular
Combinagoes simples. Observe os quadros 1.3 ¢ 1.4
considerando que o objetivo é encontrar a quantidade de equipes
com p alunos que podem ser formadas com 7 alunos de uma
classe.

Quadro 1.3 - Combinagées de 3 elementos p a p, com p variando de 1a 3

n=3 (Alunos A,Be ()
p= p=2 p=3
A AB ABC
B AC
C BC
3 3.2 3.2-1
H 20 P32
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Quadro 1.4 - Combinagdes de 4 elementos p a p, com p variando de 1a 4

n=4 (Alunos A, B,CeD)
p: p:z p=3 p=4
A AB ABC ABCD
B AC ABD
C AD ACD
D BC BCD
BD
CD
4 4.3 432 432.1
C . =—=4 C,.=—=6 C,.=—"2-4 C,, ="
| 21 Y321 4321

Observando as expressoes pode-se escrever a férmula geral para o
Cilculo das Combinagtes simples.

D)
& Combinacgodes simples de n elementos p ap

A
_np
Cn,l’ - p|

Pare! Observe!

Na Unidade 2 vocé vai constatar outras aplicacdes das
combinagdes e também vai usar uma outra notacao

n
Cn,O = .
p

EXEMPLOS:

(1) Com 10 pessoas, quantas comissdes constituidas de 5 pessoas
podem ser formadas?

Solugio:

Antes de aplicar a férmula das combinagdes é importante lembrar
que neste problema os agrupamentos sio diferentes somente pela
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natureza dos elementos, caracterizando, portanto, um processo de
combinacbes. Temos:

_Ays 10-9-8-7-6 30.240

- = =252
95 5.4.3.2:1 120

comissoes.

(2) Quantos subconjuntos de A={a,b,c,d} sdo formados com 2
elementos?

m Pare! Revise!
T

/ " . .

Q Vocé deve lembrar da Teoria dos Conjuntos que a
troca de ordem dos elementos de um conjunto nao
caracteriza um novo conjunto. Por exemplo,

1,20 ={2,1}.

Solucio: Esta ¢ outra situagio tipica da aplicagdo das
combinagdes, pois os elementos sdo diferentes somente pela
natureza de seus elementos. Temos:

C,,= @ = 4-3 = 12 =6 subconjuntos.
’ 21 2-1 2

SECAO 4 - Uso do fatorial

Ja verificamos na se¢do anterior que podemos utilizar a
ferramenta matemdtica denotada por fatorial para facilitar as
notacoes no contexto da Andlise Combinatdria. Nesta se¢io
vamos detalhar um pouco mais o algebrismo dessa ferramenta.
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Defini¢ao: Sendo n um nuimero inteiro, maior que um,
define-se fatorial de n e indica-se n!, a expressao

n!l=n(n-1)(n-2)...3.2.1.
Especificamente, define-se:

0!=1
I'=1.

Pare! Observe!

No ensino médio é usual alguns professores ficarem
“perdidos” quando um aluno estranha o fato de que
0!=1!=1. Estando diante de uma definicao nao

se tem a necessidade de demonstrar. Entretanto,

é importante visualizar o enquadramento desta
definicao no contexto das propriedades do fatorial.
Uma definicdo mais formal, do ponto de vista
matematico, pode ser dada usando matematica
mais avancada. Veja considera¢des adicionais no seu
material on-line, no EVA.

Valem as propriedades:

m n!l=n(n-1)!

m n!l=n(n-1)(n-2)!

m ctc.

As férmulas da andlise combinatéria podem ser expressas com o

uso do fatorial.

Unidade 1
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&‘ Foérmulas da analise combinatdria gerais:

m Arranjos Simples

n!

" (n-p)!

n,p
m Permutacgdes Simples
P =n!

m Combinagdes Simples
n!

C,,=———
pl(n—p)!

EXEMPLOS GERALIS:

(1)  Calcular as expressdes:

n 5!
21+ 5!
12!

n i
10!

Solugao: Na solugio procuramos sempre aplicar as propriedades
para facilitar o cdlculo. Temos:

50 54320 54321 60
21450 2145-4-3.21 21(1+60) 6l

| 11, |
a2 IO 4132422136
10! 10!

(2) Simplifique as expressdes:

(n+2)!
" !
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. n'—(n+1)!

Solugio:

Novamente, vamos usar as propriedades para simplificar as
expressoes:
. (n+2)! (n+2)(n+1)! .
(n+D)! (n+1)!

+2.

nl—(n+1)!_ nl=(n+Dn! _na![l-(n+1)]
n! B n! B n!

m =l-n-1=-n.

3) Resolva a equagio (n-4)!=120.
Solugao:

Para resolver esta equagdo podemos estabelecer a relagio 120 =5!
Assim,

(n—4)!=120
(n—4)!=5!
n—4=>5
n=9

(4) Num hospital existem 3 portas de entrada que dio para um
amplo sagudo no qual existem 5 elevadores. Um visitante deve
se dirigir ao sexto andar, utilizando-se de um dos elevadores. De
quantas maneiras podera fazé-lo?

Solugio:

Este problema pode ser resolvido pelo principio fundamental da
contagem. Tem-se:

» Escolha da porta de entrada — 3 opg¢oes;

m Escolha do elevador — 5 elevadores.

Assim, tem-se: 3x5 =15 maneiras.
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(5) Com os algarismos 2,3,4,5,6,7 e 8, quantos nimeros de 4
algarismos, sem os repetir, podemos formar?

Solu¢ao:

Antes de resolver um problema procure sempre identificar alguns
agrupamentos para identificar se a situagio é tipica de Arranjos
ou Combinagoes.

Neste exemplo, os agrupamentos sio diferentes pela ordem e pela
natureza, portanto estamos diante de Arranjos. Para o cilculo de
Arranjos de sete elementos agrupados quatro a quatro, podemos
usar uma das duas férmulas dadas:

ou 4, =n(n-1)--(n—p+1).

"' (n—p)!
Assim,
! ! .6-5-4.31
4, = 7 :L:M:7-6-5-4:840 numeros.
T(T7-4)! 3! 3!

(6) Quantos numeros de 3 algarismos distintos podemos formar
com os algarismos do sistema decimal, sem os repetir, de modo
que:

= comecem por 1;
» comecem por 2 e terminem por 5.
Solugio:

Estamos diante de Arranjos. Se quisermos que os nimeros
comecem por 1, vamos ter os nove algarismos restantes do
sistema decimal para agrupar dois a dois.

| | Q.71
:(99-2)':%:¥:9-8:72 ndmeros.

4y,

Se quisermos que os nimeros comecem por 2 e terminem por 5,
vamos ter os oito algarismos restantes do sistema decimal para
agrupar um a um.

8 8! 8.7

Ay =——+

= =—= =& numeros.
@&-n! 7! 7!
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(7) Com os algarismos 0,1,2,4 e 5, sem os repetir, quantos
nimeros compreendidos entre 200 e 1000 podemos formar?

Solugio:

Analisando a situagio temos a certeza de que os agrupamentos
sio Arranjos, mas, neste caso, temos uma restri¢io de que os
nimeros devem estar entre 200 e 1000. Com os algarismos dados
é facil concluir que esses nimeros deverdo iniciar com 2, 4 ou 5.
Assim, temos:

» Numeros que iniciam com 2: 4,, =4.3=12;
= Nimeros que iniciam com 4: 4,, =4.3=12;
= Nimeros que iniciam com 5: 4,, =4.3=12.

» A resposta final é dada por 34, , =36 niimeros.

(8) Quantos nimeros pares de 4 algarismos, sem os repetir,
podemos formar com os algarismos 0,1,2,3,4,5 e 62 (Observe
que nio devemos considerar nimeros que iniciam com zero, pois,
neste caso, eles serdo considerados com apenas 3 algarismos, por

exemplo, 0123=123).

Solugao: Lembre que os agrupamentos nas condi¢des do
problema, para serem pares, deverdo terminar com 0, 2, 4 ou 6.
Assim, temos:

= Agrupamentos que terminam com zero - 4q;. Temos
seis digitos para ocuparem trés posi¢cdes na formagio do
nimero;

» Agrupamentos que terminam com dois - 45— 4;,.
Temos que subtrair os nimeros que iniciam com Zero €
terminam com dois.

Agrupamentos que terminam com quatro - A,y —4s,.
Temos que subtrair os nimeros que iniciam com Zero €
terminam com quatro.

= Agrupamentos que terminam com seis - A3 —4s,.
Temos que subtrair os nimeros que iniciam com Zero €
terminam com Seis.

A resposta final é dada por: 4, +3(Aé,3 - As,z) =420 nameros.
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(9) Quantos anagramas de 3 letras, sem repeti¢io, podemos
formar com as 9 primeiras letras do nosso alfabeto?

Solu¢ao:

Estamos diante de Arranjos de 9 elementos para serem agrupados

3 a 3. Temos:
91 9! 9.8.7-6!
A9’3= = —-—m——
©-3)! 6! 6!

=9.8-7=504 anagramas.

(10) Numa sala, temos 5 rapazes e 6 mogas. Quantos grupos
podemos formar, tendo 2 rapazes e 3 mogas?

Solu¢ao:

Podemos usar o principio fundamental da contagem associado
com o uso das férmulas. Veja:

» Na primeira op¢io, vamos estabelecer o nimero de
rapazes: C;,. Estamos diante de combinagdes, pois a
diferenca entre os agrupamentos sera feita somente pela
natureza dos seus elementos. Temos 5 rapazes para serem
escolhidos dois a dois.

= Na segunda opgao, vamos estabelecer o nimero de
mogas: Cg 5. Temos 6 mogas para serem escolhidas trés a
trés.

Assim, a resposta final é dada por:

51 6!
C. xXC, ., = X
MO (5-2)1 31(6-3)!

=10x20=200 grupos.

(11) Sobre uma reta, marcam-se 8 pontos e sobre uma outra reta
paralela & primeira, marcam-se 5 pontos. Quantos tridngulos
vocé obterd unindo 3 quaisquer desses pontos?

Solugao:

Para entender este problema ¢ importante lembrar que nio
podemos unir 3 pontos que estdo sobre a mesma reta, pois, neste
caso, ndo vamos formar um tridngulo. A Figura 1.9 mostra
exemplos de agrupamentos para que seja observado que estamos
diante de combinagdes, pois os tridngulos se diferem somente
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uando usamos pontos difCI'CIltCS nio basta trocar a ordem dOS
’
pOl’ltOS.

b >
Jeo!
o]

Figura 1.9

Assim, do nimero de combinagdes total, vamos precisar subtrair
as combinagdes dos conjuntos de pontos sobre cada uma das
retas. Temos,

Cp33—Cy; —Cs5 =286-56-10=220 triangulos.

-7% Olhando o futuro!

< Vocé poderd encontrar na Internet um programa
para calcular Arranjos, Permutacdes e Combinagbes
Simples.

Veja:

http://www.adisioribeiro.com.br/Combina.htm
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SECAO 5 - Agrupamentos com repeticao de elementos

Nas se¢des anteriores os agrupamentos formados nio tinham a
repeticdo de elementos. No decorrer desta se¢io vamos analisar
os agrupamentos com repeti¢do de elementos. As concepgdes
de formagio de Arranjos, Permutagdes e Combinagdes relativas
a ordem ou natureza dos elementos continuam validas, mas as
férmulas a serem usadas serdo diferentes.

K@ Olhando o presente!

Veja as seguintes situacdes problemas:

P1: Quantos sio os anagramas da palavra CASA?
P2: Quantos sio os anagramas da palavra OSSO?

P3: Tenho 3 caixas de fésforos vazias (caixa com um dnico
espago). De quantos modos posso guardar 4 palitos de f6sforos
nessas caixas?

P4: A figura 1.10 representa quarteirdes de ruas, com a
localizagdo de um colégio e uma praca. Quantos percursos
distintos de 5 quarteirdes existem entre o colégio e a praca?

PR%CL

COLEGIO

Figura 1.10

P5: Encontrar quantos nimeros de dois algarismos podem ser
formados usando 2,3,4 € 5?
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P6: Usando os algarismos 1,2,3,4,5,6 e as letras A,B,C,D,E,

quantos veiculos podemos emplacar, usando:
(a) 2 letras e 4 algarismos;
(b) 3 letras e 4 algarismos;
() 2 letras distintas e 4 algarismos?

P7: Quantos agrupamentos usamos para confeccionar um
dominé, usando os algarismos 0, 1, 2, 3, 4,5 e 6?

Inicialmente, vamos fazer uma andlise desses problemas sem
resolvé-los.

Sao situacées que envolvem Arranjos, Permutacées
ou Combinagées? Os agrupamentos podem ter

elementos repetidos?

Reflita e observe as considerag¢des no quadro de andlise que
segue.

Problema Exemplos de agrupamentos Tipo

P1 CASA  SAAC  CAAS etc. Permutacdo de 4 elementos sendo que
um deles se repete duas vezes.

P2 0SS0 SS00  S0SO Permutacdo de 4 elementos sendo que
dois deles se repetem duas vezes.

P3 Vai ser necessario fazer uma Vamos identificar como permutagdo com
codificagdo para representar repeticdo.
agrupamentos

P4 Idem ao P3 Idem ao P3

P5 22 24 4) 44 etc. Arranjos com repeticdo

P6 [tem (a) Arranjos com repeticao

AA1234 AB1234 AATIT

P7 (0-0) (0-1)=(1-0) (0-2) etc. | Combinacdes com repeticdo
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Para desenvolver os problemas vamos precisar das férmulas.

Com interpretagdes similares ao usado para as férmulas simples

podemos fazer as devidas generaliza¢oes. No seu material on-

line, considera¢oes adicionais serdo estabelecidas para ampliar um
>

pouco mais as idéias aqui iniciadas.

)
R‘ Férmulas da analise combinatéria para agrupamentos

com repeticao

m Arranjos com repeticao

(AR)W =n’
m Permutacgdes com repeticao
! .
priptart — _ "™  sendo a,f, -,y ontmerode
! alBl.y!

repeticdes de cada elemento.

m Combinag¢bes com repeticdo

(CR). = n(n+)(n+2)---(n+p-1)
np D!

Agora a resolugio dos problemas pode ser finalizada.
Solugio dos problemas:

P1: Quantos sdo os anagramas da palavra CASA?

pr 44321

C T T =12 anagramas.

P2: Quantos sdo os anagramas da palavra OSSO?

! .3.21
22 _ 4 ﬂ:£:6 anagramas.

ST a2

44
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P3: Tenho 3 caixas de fésforos vazias (caixa com um tnico
espaco). De quantos modos posso guardar 4 palitos de fésforos
nessas caixas?

Para resolver este problema vamos usar uma representagao

que facilitard a identifica¢io de agrupamentos do tipo de
permutagdes. Observe a Figura 1.11, veja a marcagio das caixas
com tragos e as pontas dos palitos de fésforos representadas por
circulos. A figura mostra que na caixa 1 colocamos 1 fésforo, na
caixa 2 colocamos 2 fésforos e na caixa 3 colocamos 1 fésforo.

J

e|eo|e
L L 1§ \

Caixa 1 Caixa 2 Caixa 3

Figura 1.11

Um outro exemplo de agrupamento que aparece na Figura 1.12
mostra dois fosforos na caixa 1, a caixa 2 estd vazia e a caixa 3
com dois fésforos.

oo | | ee®
L 1 \ /
Caixa 1 Caixa 2 Caixa 3

Figura 1.12

Com esta notagido podemos considerar que estamos diante de
permutacdes com 6 elementos sendo que um deles se repete 4
vezes (fésforos) e o outro se repete 2 vezes (separagdo das caixas).

Assim,

6 6-5-41

2 — = :2:15modos.
4121 4121 2

P4: A figura 1.13 representa quarteirdes de ruas, com a
localizagdo de um colégio e uma praga. Quantos percursos
distintos de 5 quarteirdes existem entre o colégio e a praga?

Vamos observar que o deslocamento do colégio para a praga
deveri ser feito para norte (N) e para leste (L). Assim o roteiro
apresentado na Figura 1.13 poderi ser denotado por LNNNL, ou
seja, uma quadra para leste, 3 quadras para norte e uma quadra
para leste.
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Figura 1.13

Fica assim identificada a Permutagio de 5 elementos sendo que
temos a repeti¢do de 3 N (roteiro para o norte) e 2 L (roteiro para
o leste).

Portanto, a solugio é dada por:

' 4.3
P’ St _35-4-31_ % =10 percursos.

S 73121 3121

P5: Encontrar quantos nimeros de dois algarismos podem ser
formados usando 2,3,4 € 5?

Neste problema ja identificamos a situagdo de arranjos com
repeti¢do. Assim,

(AR),, =4’ =16 numeros.

P6: Usando os algarismos 1,2,3,4,5,6 e as letras A,B,C,DE,

quantos veiculos podemos emplacar, usando:
(a) 2 letras e 4 algarismos;

(b) 3 letras e 4 algarismos;

(c) 2 letras distintas e 4 algarismos?

Neste caso, a situacio é de arranjos com repeticio, associada ao
] ] )
principio fundamental da contagem. Temos:

(a) 2 letras e 4 algarismos
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» Escolha das letras: (4R),,;

» Escolha dos niimeros: (4R),, -

Assim, a resposta final é

(AR), X (AR),, =5"x6* =25%1296 = 32.400 nimeros.

(b) 3 letras e 4 algarismos

m Escolha das letras: (4R).,;

m Escolha dos nimeros: (AR),.
Assim, a resposta final é
(AR)s, X (AR),, =5 x6" =125X1296 =162.000 nimeros.

(c) 2 letras distintas e 4 algarismos

m Escolha das letras — Observe que agora as letras sio
distintas e portanto os arranjos sao simples: A4;,;

» Escolha dos nimeros: (4R),, -
Assim, a resposta final é
A %(AR),, =5-4x6" =20x1296 = 25.920 ntimeros.

P7: Quantos agrupamentos usamos para confeccionar um
dominé, usando os algarismos 0,1 ,2,3,4,5 e 62

(CR),, = 7—? = % =28 agrupamentos.

47
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Parada Recreativa!

ola!

Agora que vocé ja sabe calcular a quantidade de
pecas de um domind, procure fazer conjecturas para a
resposta da seguinte pergunta:

Por que um dominé formal tem 28 pecas? Por que o
dominé nao vai até o nimero 5, 7 ou 8?7

./ intese

Nesta Unidade vocé teve a oportunidade de refletir sobre

os contetdos da Andlise Combinatéria. Este contetdo

é obrigatério no ensino médio e em geral exige muito a
habilidade de raciocinio e de aplica¢do de férmulas. Dois pontos
sdo considerados importantes para o sucesso da resolugio

de problemas que nfo estio explicitamente caracterizados

como aplicag¢io de arranjos, permutagdes ou combinagdes: a
identificagio de uma representagio dos agrupamentos e a andlise
que os diferencia. O aluno que desenvolve habilidades para
estabelecer esses dois pontos, fica motivado para resolver diversas
situagdes problemas do dia-a-dia, recreativas ou simuladas.
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% Atividades de auto-avaliacao

(1) No Brasil, antes da alteracao do sistema de emplacamento de
automoveis, as placas dos veiculos eram confeccionadas usando-se 2
letras do alfabeto e 4 algarismos. Qual o nimero maximo de veiculos
que poderiam ser licenciados neste sistema?

(2) Calcule o niumero de formas distintas de 5 pessoas ocuparem os
lugares de um banco retangular de cinco lugares.

(3) Calcule o nimero de anagramas da palavra MUNDIAL.

(4) Determine o numero de anagramas da palavra MATEMATICA.( Nao
considere o acento)

(5) Quantos anagramas podem ser formados com as letras da palavra
ARARA?

(6) Uma prova consta de 12 questdes, das quais o aluno deve resolver 10.
De quantas formas ele podera escolher as 10 questdes?

Unidade 1
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(7) Quantos numeros com cinco algarismos podemos construir com
0s numeros impares 1,3,5,7,9, desde que estejam sempre juntos os
algarismos 1 e 3.

(8) Quantos sdo os anagramas possiveis com as letras: ABCDEF,
comecando por A?

(9) Quantos sao os anagramas possiveis com as letras: ABCDEFGHI,
comecando por AB?

(10) Quantos sdo os anagramas possiveis com as letras: ABCDEFGHI,
comecando por uma vogal e terminando por uma consoante?

(11) H& 10 pessoas em um desfile, sendo 3 com camisas verdes, 3 com
camisas amarelas, 2 com camisas azuis e 2 com camisas brancas. De
quantos modos podemos perfilar todas essas 10 pessoas de modo que
0s grupos com as camisas de mesma cor fiquem juntos?

(12) Quantos grupos de 3 pessoas podem ser formados com 8 pessoas?

(13) Em uma sala existem 40 pessoas, 18 mulheres e 22 homens. Quantas
comissdes podem ser montadas nesta sala contendo 3 mulheres e 5
homens?
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(14) Resolver aequagédo 3C,,,, =2C,,,,.

X

(15) Quantos nimeros com 4 algarismos podemos formar com os
algarismos: 0,1,2,3,4,5,6,7,8 € 9.

= U
“:62\ Saiba mais

Se vocé estd interessado em aprofundar seu estudo de andlise
combinatdria procure os livros do ensino médio, pois 14 vocé
poderd encontrar varios problemas para serem investigados.
Investigue também sites na Internet, mas cuidado, pois
existem sites com problemas com solugées equivocadas. Nao
esqueca também que no seu material on-line estdo disponiveis
consideragoes diversas sobre o tema desta disciplina.
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UNIDADE 2

Binomio de Newton

i@l)‘ Objetivos de aprendizagem

m |dentificar os procedimentos utilizados na expansao do
bindbmio de Newton.

m Conhecer o tridngulo de Pascal, suas propriedades e
relacdes com o bindémio de Newton.

= Analisar e refletir sobre o uso de diferentes ferramentas
didaticas no ensino do bindmio de Newton.

Sec¢oes de estudo

Secao 1 Introducao
Secao 2 Teorema Binomial

Secao 3 O triangulo de Pascal
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Para inicio de conversa

O conteudo que vocé estudara neste unidade estd presente
em praticamente todos os livros de Ensino Médio e constitui
uma ferramenta importante que conecta conceitos da anilise
combinatdria com a dlgebra.

H4 educadores matemiticos que questionam a énfase que este
conteddo tem no ensino médio, no entanto, nio se tem duvida
de sua importancia no que diz respeito ao desenvolvimento de
técnicas importantes no contexto da dlgebra.

Vocé conhecerd também o tridngulo de Pascal e podera viajar no
tempo para entender um pouco de sua histéria.

Esti curioso? Entdo, vamos em frente!

Binomio de Newton...

Fernando Pessoa ja dizia: “O binomio
de Newton ¢ tdo belo como a Vénus

de Milo. O que ha ¢ pouca gente para
dar por isso.™

O que ele queria dizer??
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SECAO 1 - Introducéo

Ap6s ter estudado na unidade 1 os conceitos gerais da andlise
combinatdria, nesta unidade vocé perceberd que é possivel utilizar
este conteudo para uma generalizagio importante no contexto da

algebra.

w Vocé ja se deparou com a necessidade de resolver

expressdes do tipo (x+a)", sendo ne N e x,ae R?

Entido, as situagdes que serdo apresentadas a seguir, ji serdo
conhecidas. Acompanhe:

I
—_

Il
=

+a
x+a)(x+a):x2+2a)c+a2

x+a)(x+a)(x+a)=(x2 +2a)c+c12)()c+cz)=)c3 +3ax’ +3a’x+d’

—_~ A~~~ ~
=
+
Q

~— =, =, — —
Il

w
I
—_—~

X +3ax’ +3a2x+a3)(x+a) =x'+4ax’ +6a°x* +4a’x+a’

%‘ Pare! Revise!

2
A expressao (X+ a) também é conhecida como um
quadrado perfeito.

Assim, é possivel escrever: (x+a)" =(x+a)(x+a)...(x+a)

n fatores
n—1

Ouainda: (x+a)" =(x+a)(x+a)
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Os cdlculos desenvolvidos ndo sao dificeis, mas é extremamente
trabalhoso realizar o desenvolvimento de expressoes com valores
de n maiores que 4.

Contudo, nio se preocupe, vamos agora visualizar conceitos e

o« 0~ . n
ferramentas que permitirdo o desenvolvimento de (x+a)" de
forma menos trabalhosa.

Para isso, que tal conhecer o diagrama de arvore?

Para desenvolver expressdes do tipo (x+ a)n, podemos
utilizar um diagrama de arvore para selecionar

0s termos que irdo compor um somatério final.
Acompanhe o exemplo a seguir.

Exemplo:

~ 2 . 7’
Desenvolver a expressio (¥+a) usando o diagrama de 4rvore.

Na Figura 2.1, vocé pode visualizar o diagrama de drvore para
esta situagao.

Jof 2o f Termos
ator ator (produto)
v X X. X
a X.a
X a.x
a a.a

2
Figura 2.1: Diagrama de arvore para (x + a)

O resultado serda dado pela soma dos termos encontrados, ou seja,

()c+a)2 =xx+xa+tax+aa.

. 2 2 2
Reduzindo os termos semelhantes, (x+a) =x"+2ax+a’.
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Mesmo ao utilizar esta forma esquemdtica, um pouco mais
simplificada, ainda é trabalhoso o desenvolvimento de (x+a)"
com valores de # muito altos. Na préxima se¢do vocé conhecera
outra forma de desenvolver esta expressdo sem precisar usar o
diagrama de arvore.

SECAO 2 - Teorema Binomial

Ap6s buscarmos alternativas para o desenvolvimento de
expressdes do tipo (x+a)", especialmente quando se tem valores
de 7 muito altos, chegou o momento de definirmos o teorema
binomial, que serd importante para um desenvolvimento mais
sistematizado e até simplificado.

Mas antes de enunciar o teorema, acompanhe o exemplo para que
consiga melhor entendé-lo.

Exemplo:

- 3 : 1
Desenvolva a expressdo (x+a) a partir da anilise dos termos de
cada fator.

Neste caso, teremos trés termos que devem ser multiplicados entre

si, ou seja, (x+a)3 =(x+a)(x+a)(x+a).

. ~ . ~ 3 2 2 3
Os tipos de produtos que serdo obtidos sdo: x*,ax",a"x,a” . Vamos
entdo analisar quais serdo os coeficientes de cada um destes
produtos que aparecem na resolucido desta expressio. Acompanhe:

s Termo x’:
Temos apenas um termo x*, obtido a partir da
multiplica¢do dos termos x de cada fator. Assim, o
coeficiente de X° no desenvolvimento de (x+ a)3 ¢ igual a

1, ou seja,

Unidade 2
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ml// Pare! Revise!

[p):p!(n;p!)

» Termo ax’:
Para a obtencio deste termo, é necessirio multiplicar dois
x eum a. Podemos entio escrever:

3 |
[1) 112!
u Pare! Observe!
3! 3.2!

121 121

. . 2 . 3,
Assim, o coeficiente de ax’ no desenvolvimento de (x+a) ¢é

3
igual a 3, ou seja, (1 ]

m Termo a’x:
Para a obtencio deste termo, é necessirio multiplicar dois
a e um x. Podemos entdo escrever:

3 !
2 211!
" Pare! Observe!
I o)
i_3 2._3

2011 211
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2

. . . 3
Assim, o coeficiente de @’x no desenvolvimento de (x+a) ¢é

igual a 3, ou seja, (2]

m Termo a’:
Temos apenas um termo @', obtido a partir da
multiplica¢do dos termos a de cada fator. Assim,

3)_ 3! .
3] 3101

%‘ Pare! Revise!

0l=1

. . 3 . 3
Assim, o coeficiente de @’ no desenvolvimento de (x+a)

3
(x+a) éigualal, ou seja, (3]

As observagdes podem ser sistematizadas da seguinte forma:

(x+a) :[Z]Hmﬁ(z)ﬁ[i)

Perceba que no exemplo apresentado, fizemos a anilise de
uma situagio especifica em que 7n=3. Agora é o momento de
generalizar os resultados obtidos a partir da apresentagio do
teorema binomial.
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(x+2)5

% Olhando o passado!

O teorema binomial é frequentemente atribuido a
Newton e, desta forma, também é conhecido como
Teorema de Newton. Vale destacar que Newton
desenvolveu uma técnica interessante para o calculo

n

n
de (x+a) e, sendo assim, a expansdo de (x+a)" é
comumente chamada de Binomio de Newton.

2)
Teorema Binomial

O desenvolvimento de (x+a)",sendo n€ N e
x,a€ R édado por:

n 0 n n 1 n—1 n 2 n—2 n n— n n
= -a -x"+ ca -x"T + cat- X"+ cal X"t 4+ -a
0 1 2 p n

Se vocé analisar o exemplo apresentado anteriormente, terd uma
idéia de como ¢ possivel demonstrar este importante teorema.
Acompanhe os exemplos e perceba como o desenvolvimento

de (x+a)" se torna bem mais simples com o uso do teorema

binomial.

Exemplos:
(1) Desenvolver (x+ 2)5 .

Neste caso, temos a=2 e n=5. Sendo assim, vamos substituir os
valores na férmula do teorema binomial:

5 5 5 5 5 5
= 20 %+ 2N xt+ 27+ 20X+ 2% x+ 2°x°
0 1 2 3 4 5

=1-1-x°+5-2-x*+10-4-x* +10-8- x> +5-16-x+1-32-1
=x" +10x* +40x° +80x> +80x+32
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u Pare! Observe!

n
=1
0
n
=n
1
n
=1
n

(2) Desenvolver (3y+1)4.

Neste caso, temos ¥ =3y, a=1 e n=4. Assim, acompanhe o
desenvolvimento usando o teorema binomial:

(By+1)° :[3]'10 (3y)° +(T)'ll (3y) J{j}p (3y) +[:}l3 (3y) +[j)'l4 (3y)

=1-1-81y* +4-1-27y° +6-1-9y* +4-1-3y+1-1-1
=81y* +108)" +48y” +12y +1

"f%\) Olhando o futuro!

Nem todos os softwares matematicos conseguem
apresentar o desenvolvimento algébrico de (x+a)".
O Derive é bastante interessante neste sentido. Vocé
pode utilizar sua versao demo, disponivel em varios
idiomas e com validade de 30 dias, no site http://www.
derive-europe.com.

Use a barra inferior ou o comando Author - Expression
para entrar com a expressao a ser desenvolvida, por
exemplo, (x+a)A10.

Use o comando Simplificar-Expandir e verifique o
resultado do desenvolvimento da expressao. Parece tao
rapido!!!!
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w Vocé chegou a pensar que o bindmio pode estar
. n , . .
escrito como (x - a) ? Sera que o teorema ainda sera

valido?

A resposta é sim. Veja que podemos escrever (x—a)" fazendo
[x + (—a)] . Desta forma, o teorema binomial também vale para
estes tipos de expressoes.

Ainda sobre o teorema binomial, vale destacar que os nimeros

nY(n\(n n n
[ }[ ]{ },[ },( ]sio chamados de coeficientes
Of(1 /{2 p n

binomiais.

n
No coeficiente binomial ( ], n ¢ chamado de numerador e 7 ¢
o denominador.

Podemos dizer que dois coeficientes binomiais de mesmo
numerador sio complementares se a soma de seus
denominadores ¢ igual ao seu numerador, ou seja,

n
e || sio complementares se p+q=n.
p q
Exemplos:

8 8 . . :
1) e sdo binomiais complementares pois 2+6 =8.
2 6

15 15
2) 5110 sdo binomiais complementares pois 5+10=15.

7 3
(3) 5) e ( 5] nio sio binomiais complementares pois nio

possu€m O mesmo numerador.
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z . ~ . n .
Apés a generalizagio no desenvolvimento de (x+a)" a partir do
teorema binomial, podemos encontrar uma férmula para o termo
geral do binémio de Newton.

2)
& Formula do Termo Geral

n _
O termo (p]-a” X" ¢ dito geral pois ao

atribuirmos valores de p entre O e n, ou seja,
p=0,1,2,...,n, obtemos todos os termos do
desenvolvimento do bindmio de Newton.

Exemplo:

(1) Determinar o coeficiente de x* no desenvolvimento de
6
()c2 + 1) .

Para determinar o coeficiente solicitado, vamos encontrar o termo
M
geral do desenvolvimento deste binémio:

. 8 .
Para determinar o termo que possua X, temos que igualar o
8
valor do expoente de x do termo geral com o expoente de x,
que € o valor 8:

12-2p=38
2p=8-12
p=2

Agora basta substituir p =2 no termo geral. Acompanhe:

6 ! 5.41
-(x)8= 6 x8=65 x*=15x*
2 214! 2-4!

Assim, o coeficiente de x° & igual a 15.
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Na préxima se¢do, vocé conhecerd uma forma interessante de
visualizar o desenvolvimento do binémio de Newton a partir de
um famoso tridngulo. Nio siga em frente sem antes resolver suas
davidas!

SECAO 3 — 0 Triangulo de Pascal

O triangulo de Pascal é uma tabela formada pelos coeficientes

n
binomiais [p ] Veja como fica a sua construgao:

Este famoso tridngulo possui caracteristicas interessantes.

Observe:

m A 12 linha contém o coeficiente binomial com 7=0;
m A 22 linha contém os coeficientes binomiais com n=1;
m A 32 linha contém os coeficientes binomiais com n=2;

E assim sucessivamente, até a linha k& que contém os coeficientes
binomiais com n=k
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O tridngulo pode ser construido com o nimero de linhas que
for necessario. Pode ainda ser escrito substituindo os coeficientes
binomiais por seus valores, observe:

1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1

ﬁ% Olhando o passado!

O triangulo de Pascal é uma denominacao tipica do
Ocidente. A tabela de coeficientes binomiais tem uma
antiga histéria ligada a China e aos arabes. A mencao
de que foi Pascal quem inventou o triangulo que

deu o pontapé inicial para a Analise Combinatéria
nao é veridica. Mesmo assim, vale destacar que este
matematico contribuiu sobremaneira para a histéria
da matemadtica, quando desde aos 14 anos ja escrevia
tratados sobre sec¢Oes cOnicas.

Mas qual a relacao entre este triangulo e o
binémio de Newton?

Agora é que vocé podera visualizar uma utiliza¢io

importante! Cada linha do tridngulo contém os coeficientes do
. « A . n .

desenvolvimento do bindmio de Newton (x+a) . Assim:

m na 12 linha temos os coeficientes do desenvolvimento de
0
(x+a);

m na 22 linha temos os coeficientes do desenvolvimento de
1
(x+a);
m na 32 linha temos os coeficientes do desenvolvimento de
2
(x+a);

)
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m na 42 linha temos os coeficientes do desenvolvimento de
3
(x+a);

>

m ¢ assim por diante.

Além de sistematizar o célculo dos coeficientes do
desenvolvimento do bindémio de Newton, o tridngulo de Pascal
possui propriedades interessantes. Algumas ndo serdo discutidas
neste momento, pois nio sio utilizadas neste contexto. Veja as
propriedades que auxiliam na montagem do tridngulo:

5)
Propriedade 1:

O primeiro elemento de cada linha é sempre igual a 1,
isto porque no primeiro elemento teremos sempre o

n
coeficiente binomial [O )

)
Propriedade 2:

O ultimo elemento de cada linha é sempre igual a 1,
isto porque no ultimo elemento teremos sempre o

n
coeficiente binomial [n )

»)
Propriedade 3:

A partir da 22 linha, cada elemento, exceto o primeiro
e o ultimo, é dado pela soma dos elementos
imediatamente acima, localizados na linha anterior.

A propriedade 3 é conhecida como relagio de Stifel e pode ser
escrita da seguinte forma:

HGH )

Veja esta propriedade ao observar parte do tridngulo:

66
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1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1

O 2° elemento da 22 linha ¢ igual a soma dos elementos
acima deste: 2=1+1;

O 20 elemento da 32 linha é igual a soma dos elementos
acima deste: 3=1+2

O 3° elemento da 32 linha ¢ igual a soma dos elementos
ima deste: 3=2+1

O 3° elemento da 42 linha é igual a soma dos elementos
acima deste: 6=3+3

m E assim sucessivamente...

R‘ Propriedade 4:

Em uma linha, os coeficientes binomiais equidistantes
dos extremos serdo sempre iguais. Isto significa que:

LHL)

i% Olhando o passado!

Como eu ja havia comentado, ao observar a histéria
deste triangulo aritmético, encontramos vdrias
denominacdes que variam de local e época. Por
exemplo, ele é chamado de triangulo de Pascal pelos
franceses, triangulo de Tartaglia pelos italianos,
Yang Hui para os chineses, triangulo combinatério,
dentre outras denominagdes. Sua importancia se
da devido as tantas propriedades que aparecem
nas “entrelinhas” deste triangulo. Sugerimos que
vocé pare alguns minutos e tente visualizar outras
propriedades. E um desafio interessante!

Unidade 2
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Exemplos:
(1) Mostre a validade da rela¢do de Stifel.

Para mostrar a validade desta importante relagdo, vamos
desenvolver os coeficientes binomiais envolvidos:

GHGH)

_ (n—1)! (n—1)!
(p—l)!(n—l—p+1)! (p)'(n—l—p)'
_ (n—l)! N (n—l'
(p=Dn=p)t (p)!(n—p-1)!
_ (n—l)' N (n—l)'
(p=D(n=p)(n=p-1)! (p)(p-1)!(n—p-1)!
RS R S
_(p—l)!(n—p—l)! p n—pJ
_ (I’l—l)' n
(p=D!(n=p-1){ p(n-p)
_ (n—1)! n
(p=D!(n=p-1){ p(n—p)

n(n—l)! n!

9 9
(2) Calcule [7 ]—F (8 ]

Para calcular a soma destes coeficientes binomiais, vamos utilizar
a relagdo de Stifel:

Neste caso temos:

n-1=9=n=10
p—-1=7=p=8
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LG
(-t

Parada recreativa

Serd que o bindmio de Newton pode Ihe ajudar a
resolver este desafio??

Qual o valor da expressao?

Pense... Pense... Pense...

A resposta correta é

(x=a)(x=b)-(x=c)-(x=d)-(x=e)...(x=x)-(x=y)-(x~

Vocé conseguiu visualizar por qué?

Desafio extraido de: http://www.mat.ufrgs.br/~portosil/histo2b.html.

\ intese

Nesta unidade vocé estudou o binémio de Newton e teve
a oportunidade de revisar operagdes basicas a partir do
desenvolvimento de expressdes deste tipo.

Vale destacar que este contetido é normalmente trabalhado no
Ensino Médio e que ao seguir em frente, vocé pode comegar a
visualizar o seu estudo como um futuro professor de matemdtica.

Faga uma reflexdo sobre as principais dificuldades que enfrentou
ao estudar o contetido e anote em um papel. Estas dificuldades
podem ser as mesmas de seus futuros alunos.

Ao fazer um curso de matemitica vocé deve sempre estar atento
ao seu futuro em sala de aula (presencial ou a distdncia)! Pense
nisto e ndo siga adiante se estiver com davidas!

Unidade 2
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% Atividades de auto-avaliacao

~ 3 . p
(1) Desenvolva a expressao (x + a) usando o diagrama de arvore.

(2) Desenvolva as seguintes expressdes usando o teorema binomial.

@) (x+3y)3
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(c) (4—x3 )4

(d) (x+y)"

. . . . 80
(3) Determine os 3 primeiros termos do desenvolvimento de (x + y) .
Considere as poténcias de expoentes decrescentes de x .

Unidade 2
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(4) Determine o numero de termos quando se desenvolve os seguintes
binémios:

(@) (a +b)10
(b) (a+b)"
© (a+b)"

(5) Determine a soma dos coeficientes dos termos do desenvolvimento de

(4x+2y)5 _

(6) Determine o valor de p, sabendo que a soma dos coeficientes
numéricos do desenvolvimento de (x+a)” éigual a 512.
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(7) Qual o coeficiente de x* no desenvolvimento de (2x + 1)7 ?

6
(8) Determine o coeficiente de x* ao desenvolver o bindmio (2 - x) .

3

3
(9) Calcule o coeficiente de x no desenvolvimento de (x+ 2—)
X

14 14
(10) Determine o valor de X para que a igualdade ( J=[ ) seja
verdadeira. * 2x-1

Unidade 2
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10 10
(11) Qual o valor de P para que ( ]=( 3)?

L%A\‘ Saiba mais

Para aprofundar os contetidos estudados nesta unidade ou mesmo
resolver outros exercicios vocé pode utilizar livros do Ensino
Médio que abordem o contetido Binémio de Newton. Os livros
do Prof. Gelson Iezzi trazem uma 6tima fundamentagio e vérios
exercicios resolvidos. Confira:

IEZZI, Gelson; DOLCE, Osvaldo; DEGENSZAJN, David;
PERIGO, Roberto; ALMEIDA, Nilze de. Matematica: ciéncia
e aplicagdes. Vol. 2. 2. ed. Sdo Paulo: Atual, 2004.

IEZZI, Gelson; DOLCE, Osvaldo; DEGENSZAJN, David;
PERIGO, Roberto; ALMEIDA, Nilze de. Matematica: volume
unico. Sao Paulo: Atual, 1997.



UNIDADE 3
Polinomios

i@l)‘ Objetivos de aprendizagem

m Reconhecer polindmios em diferentes expressdes
algébricas.

m |dentificar as representacdes de uma expressao
algébrica.

m Calcular o valor numérico dos polinémios identificando
as raizes.

m Desenvolver calculos algébricos envolvendo operagées
com polinébmios.

Sec¢oes de estudo

Secao 1 Introducao aos Polinémios

Secdao 2 Operagdes com Polindmios
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Para inicio de conversa

Nesta unidade vocé estudard os polinémios, tendo como idéia
central a discussdo dos aspectos que integram os conceitos basicos
que definem e caracterizam os polinémios.

Vale destacar que vocé deve exercitar um olhar didético ao
estudar os contetidos que serdo apresentados.

Procure lembrar a forma como os contetidos foram apresentados
a vocé durante o ensino fundamental ou médio, questione se

os conceitos principais foram abordados de forma adequada e,
principalmente, correta. Faga uma viagem ao futuro (ou mesmo
ao presente, caso vocé ja trabalhe este conteido em sala de aula) e
imagine-se trabalhando de forma diferente, criativa e inovadora.

Aproveite o Espago Unisul Virtual de Aprendizagem, disponivel
on-line, para discutir estes aspectos com seus colegas e professor
tutor.

Naio perca tempo, ja ¢ hora de comegar!

Acho que eu ja estudei
polindmios. Sera que ainda nao
aprendi tudo?

Acho que é sempre bom dar uma
revisada!
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SECAO 1 - Introducéo aos polindmios

Para iniciar esta unidade, é importante relembrarmos conceitos
que vocé j estudou no ensino fundamental e médio. Observe
a notagdo que sera utilizada e relembre conceitos chave para o
estudo dos polinémios.

DR Em Algebra elementar denominamos polinémios a
expressao:

-1 -2 2
P(x)=ax"+a, x" +a, ,x""+.+ax +ax +a
n n-1 n-2 2 1 0
sendo n um numero natural, a,,a,,a,,a;,...,a,

ndmeros pertencentes a um conjunto, por exemplo, o
conjunto dos numeros reais e x uma variavel.

Adotamos a seguinte nomenclatura:

m coeficientes: a,,q,,a,,a;,...,a,

n-1

-2
m termos: a,x", a, x", a, X", .., ax, ax, a,.

n—

Exemplo:

P(x)=-2x"+5x"—x* +x+2 e um polindmio sendo -2, 5, -1, 1, 2
seus coeficientes e —2x*,5x°,—x*,x,2 seus termos.

Podemos utilizar outras nota¢des para representar um polinémio.
Por exemplo:

_ n n—1 n-2
P(x)=ax"+a,x"" +ax""+..+ax +a,,

_ n n—1 n—-2 2
P(x)=ayx"+ax" +ax""+..+a, ,x +a,x +a,

P(x)=a,+ax+ax" +..+ax"

Unidade 3

77




78

Universidade do Sul de Santa Catarina

n

Exemplo:

Olhando o passado!

A palavra Al-jabr deu origem ao nome Algebra.

Foi em Bagdd, em 820 aproximadamente que
Mohammed ibn Musa al-Khowarizmi escreveu sua
grande obra. Seu livro mais importante denominava-
se Al-jabr e apresentava claramente como resolver
uma equacao do segundo grau.

A palavra Al-jabr significa restauracdo. Na nossa
notacao atual Al-jabr significa uma regra para
transformar uma igualdade numa outra igualdade
tendo o mesmo valor. Por exemplo,

2x+3=10
2x=10-3.

Essa regra ou operacao deu origem ao que hoje
costumamos falar sem rigor matematico “passa para o
outro lado com sinal contrario”.

n

Grau de um polinémio
Seja

n—1 n-2 P 2
+an_1x +an_2x +...+apx +...+a2x +a1x +Cl0

um polindmio que tem pelo menos um coeficiente
nao nulo. Dizemos que o graude P(x) épse, e
somente se, a, # 0 e todos os coeficientes com
indices maiores do que p sao nulos.

Denotamos o grau de P(x) por gr(P).

Pare! Observe!

Quando todos os coeficientes de um polindmio P(x)
sao nulos, ndo definimos gr(P).

Determine o grau de cada um dos polinémios.

P(x)=6x+3x>—2x+1  &(P)=3
O(x)=3—x"+4x" +2x gr(Q) =4

T(x)=38

gr(l)=0
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R‘ Valor numérico de um polinémio
No polinébmio:

_ n n—1 n—-2 2
P(x)=ax"+a, x"" +a, ,x""+.+ax +ax +a,
fazendo x = c obtemos o nimero real

_ n n—1 n—-2 2
P(c)=ac"+a, " +a,,c" " +..+a,c +ac +a,

que é denominado valor numérico de P(x) para x =c.

) : -
m Raiz ou zero de um polinomio

Quando P(c) =0, dizemos que ¢ é um zero ou raiz
do polinémio P(x).

Exemplos:

1) Para P(x)=3x"+2x-6 calcular os valores numéricos quando
x=-2, x=0e x=1.

Temos,
P(=2) =3(-2)* +2(-2) - 6=2
P(0) = 3(0)* +2(0)—6 = —6

Py =31 +2(1)—6=—1

2) Para P(x)=x"-5x+6 temos que
P(2)=(2)*-5(2)+6=0

P3)=(3)-53)+6=0

Assim 2 e 3 sdo raizes de P(x).

Unidade 3
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Pare! Observe!

Esses valores ndo sdo encontrados “magicamente”,
vamos mais adiante discutir métodos para encontrar
as raizes dos polinébmios.

)
K Olhando o presente!

Veja o seguinte problema:

P1) Um vendedor de uma loja ganha por més R$300,00
mais a comissao, que é de 5% do valor das vendas.

a) Qual é o polindbmio que expressa o salario desse
vendedor?

b) No més de fevereiro as vendas sdo baixas, por isso neste
més o vendedor vendeu s6 R$1500, 00, de quanto sera seu
salario?

O polindmio que expressa o saldrio do vendedor é
300+0,05x, sendo x avariavel que expressa o valor
das vendas.

No més de fevereiro, se ele vendeu R$1500,00, entdo
temos x =1500 e podemos entao determinar o valor
numérico do polindmio que expressa o seu salario:

300+0,05-1500=300+75=375.

Portanto o vendedor recebera R$ 375,00 em fevereiro.

Um conjunto de algarismos e letras, unidos por sinais de
operagio denomina-se expressio algébrica. As letras podem
receber valores de um dado conjunto universo. Usualmente sio
denominadas variaveis.
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Exemplo:

= Todos os polinémios
P(x)=ax"+a, x""'+a, X" +..+ax +ax +a, sio
expressoes algébricas com uma varidvel x .

m Os termos

n—1

n-2 2
X s A, X7, L, X, ax, a4y, deum

polinémio sdo expressdes algébricas na varidvel x .

n
ax", a

Mas sera que existem expressoes algébricas com duas
Oou mais variaveis?

Para responder essa pergunta observe as expressoes seguintes:
3xy %ab 4abc 3x°y+2xy> =3x+2y.

Perceba que ¢ possivel termos expressoes algébricas que envolvam
duas ou mais varidveis.

A partir desta constatacao, existem polindmios de
varias variaveis?

Observe a expressio:
5y +2x*y° —4x’y?-65y".

E possivel dizer que esta expressio representa um polindémio
em x de terceiro grau e um polindémio em y do quarto grau.
Também pode-se dizer que este é um polindmio em x e y do
quinto grau. Veja o resumo abaixo:

P(x)=5x"y+2x°y’ —4x°y’-65y"

m gr(P)=3
m coeficientes: 5y, 2y -4)” -65)"

m termos: Sx°y, 2x°y, -4x’y’, -65y*

Unidade 3
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Oy)= 5)c3y+2x2y3 —4)62)/2—65)/4
w o1(Q)=4
m coeficientes: 5x°, 2x*, 4x°, 65

m termos: 5x°y, 2x°y°, 4x’y?, 65y°

ou ainda, R(x,y)=5x"y+2x’y’ —4x*y°—65)"
wgr(D=5
m coeficientes: 5, 2, -4, -65
m termos: 5x°y, 2x°y°, 4x’y?, 65y°

Um outro conceito importante no estudo dos polinémios é sobre
termos semelhantes. Dizemos que dois ou mais termos de um
polinémio sdo ditos semelhantes quando diferem apenas pelos
seus coeficientes.

m 2x°é semelhante a —3x>.
3,
m ax’ é semelhante a bx’.

1
m 2xy é semelhante a Exy .

E usual simplificar a apresenta¢do de um polinémio que tem
termos semelhantes efetuando a reduc¢io de termos semelhantes.

Por exemplo, o polindmio 5x* —2x? +% x* —3 pode ser reduzido

(ou simplificado) para 5x° —%xz -3.

Os polinémios podem ser classificados quanto ao nimero de
termos. Acompanhe:

= Monoémio - quando tem um dnico termo.
Exemplos: 2x°, 3ab

» Bindmio - quando tem dois termos.
Exemplos: x-3 ; 2a’h—3ab

= Trindémio - quando tem trés termos.
Exemplos: x* —-3x+4; 4ab-b"+3a
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Pare! Revise!
%‘ are: hevise

b Na unidade 2 vocé estudou o bindmio de Newton,
que é um polinémio com dois termos.

Se o polindmio tiver mais de trés termos, nio receberd nome
especifico. Nessa classificagdo todo polinémio pode ser
visualizado como uma soma de monémios.

Os polinémios podem ser classificados, também, quanto ao
expoente das varidveis:

» Racional Inteiro - quando todos os expoentes das
variaveis sa0 nUmeros inteiros positivos.

» Racional Fracionirio - quando pelo menos uma variavel
tiver expoente inteiro negativo.

m Irracional - quando pelo menos uma varidvel tiver
expoente fraciondrio.

= Transcendente - quando pelo menos uma varidvel tiver
como expoente um numero irracional ou complexo.

Exemplo:

Racional Inteiro: 2x* —2x+1; 3ab.
1

Racional Fraciondrio: 4x> —2x+—.
X

Irracional: 3v/x —2x.

Transcendente: 3x¥2; 4x—2x+/-2 .

Unidade 3
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Olhando o passado!

Diofante foi um grande Matematico estudioso da
algebra que viveu em Alexandria no século IV a.C.
Tudo o que se sabe sobre ele estava gravado em seu
tumulo:

“Caminhante! Aqui foram sepultados os restos de
Diofante. E os nimeros podem mostrar - oh, milagre -
qudo longa foi a sua vida, cuja sexta parte constituiu sua
formosa infancia. E mais um duodécimo pedaco de sua
vida havia transcorrido quando de pélos se cobriu o seu
rosto. E a sétima parte de sua existéncia transcorreu em
um matriménio sem filhos. Passou-se um qliinqgiiénio
mais e deixou-o muito feliz o nascimento de seu primeiro
filho, que entregou a terra seu corpo, sua formosa vida,
que durou somente a metade da de seu pai. E com
profundo pesar desceu a sepultura, tendo sobrevivido
apenas quatro anos ao descenso de seu filho. Diga-me:
Quantos anos viveu Diofante quando lhe chegou a
morte?” (GUELLI, Oscar. Equacao: O Idioma da algebra.
Contando a histéria da Matematica, v.2. Sao Paulo:
Atica, 1993. p.6 -7)

SECAO 2 - Operacdes com polindmios

Antes de apresentar as operagdes com polindmio, é importante
conceituar polindmio identicamente nulo e polinémios idénticos.

k¢

Polindmio identicamente nulo

Um polinémio P(x) é dito nulo (ou identicamente
nulo) quando, temos P(x) =0 paratodo x € R
(Reais). Assim, se

-1 -2 2
P(x)=ax"+a, x"" +a,,x""+..+ax +ax +a,

€ um polinémio nulo, entao

a,=a, ,=..=a,=a,=0.
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Exemplo:

Encontrar a,b,c para que P(x)=(3-a)x’ +(b)x—(c+2) seja
identicamente nulo.

3—a=0
Fazendo ¢ »=0 obtemos os coeficientes de P(x)
c+2=0
a=3
que sao < b=0
c=-2

'3)]) Polinémios idénticos
Para que dois polindbmios P(x) e QO(x), de ordem

n, sejam considerados idénticos é necessario que P
P(x)=0(x) paratodo x € R. Assim,

‘ot ax’+ax +a,

-1 _
P(x)=ax"+a, x"" +a, ,x"
e

Q(x)=bx"+b,_x""+b X" +..+bx* +bx +b,

sao idénticos se

a, =b,
al_bl
a=>b

Exemplo:

Obter os coeficientes do polinémio P(x) = ax’ +bx+c
considerando que P(x)é igual aQ(x) =2x> —x+1 .

Nesse caso, a=2, b=—1 ¢ c=1.

Unidade 3
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Olhando o passado!

Vocé acha que sé matematico estudava matematica
na antiguidade? Engano seu! Nicolas Chuquet, foi um
médico nascido em Paris (1445) que escreveu um livro
“Triparty en la science des nombres” dividido em trés
partes fazendo as discussdes dos temas:

m Operacgodes aritméticas com numeros racionais.
m Raizes de niumeros.
m Regra da incégnita (regle des premiers).

O Triparty nao se parece muito com as obras
anteriores sobre aritmética ou algebra. Ha evidéncias
de que o autor teve influéncia italiana e conhecia as
obras do Matematico Fibonacci. O autor usava uma
linguagem toda propria para falar das incégnitas -
“premiers” e denominava a segunda poténcia por
“champs”; a terceira poténcia por “cubiez” e a quarta
poténcia por “champs de champ”.

Chuquet parecia conhecer as propriedades de
poténcias. Vejam algumas notacdes:

Notacao de hoje Notacao de Chuquet
Sx 5!
6x° 67
9x° 9.
9x~° 9
4x=-2 4! egaulx a m.2°

Adicao de polindmios

A soma de dois polinémios é o polindémio formado por todos os
termos dos polindmios dados. Assim, para:

-1 -2 2
P(x)=ax"+a, x"" +a, X" "+..+a,x +ax +a,
e

P(x)=bx"+b, x""+b ,x"?+..+bx> +bx +b,
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o polinémio P(x) = F(x)+ F,(x) sera:

P(x)=(a,+b)x"+(a,  + bn_l)x”_1 +...+(a,+b, )x2 +(a, +b)x +(a,+b,)

Exemplos:

1) Calcular o polinémio P(x)= B(x)+ P,(x) dados
P(x)=5x" —%x3 ~-xX+x+5 e P(x)=x" +§x3 —lx2 -x+2 .
Temos que:

P(x)=(G+Dx" + (_?2+§)x3 +(-1 —%)x2 +(1-Dx+(5+2)

Portanto, P(x) = 6x* +%x3 _%XZ +7.

2) Para P(x)=5x*+x+5 e PB/(x)=2x’—x"—x+2 vamos obter

P(xX)+P(x)=5x"+2x"—x"+7 .

3) Efetuar a adi¢do dos polindmios de vérias varidveis

P(x,y)=2xy+3x*+3y* ¢ O(x,y)=5xy-)".
Obtemos,

P(x,y)+0(x,y)=Txy+3x" +2y* .

Pare! Observe!

Ao efetuar a adicao estamos trabalhando com a
adicao de mondmios (termos) semelhantes

4) Calcular o polinémio P(x)= B(x)+ P,(x) dados
P(x)=4x*-2x"—x e B(x)=5x"-3x"+5 .
Temos, P(x) = (4+0)x* + (=2 +5)x* +(0—3)x* + (=1+0)x +(0+5)

ou P(x)=4x*+3x"-3x> —x+5 .

Unidade 3
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Subtracao de polinomios

Lembrando que a operagio Subtragio é uma operagio inversa da
Adigdo, podemos escrever:

se R(x)=P(x)+Q(x) temos P(x)=R(x)—Q(x)
sendo que —Q(x) representa o inverso de O(x).

Os polinémios inversos sio obtidos trocando-se o sinal de cada
termo.

Assim, na pritica, escrevemos:

dados P(x)=ax"+a, x""'+a, _,x""+..+ax +ax +a, €
P(x)=bx"+b, x"" +b, ,x"7 +..+bx" +bx +b, 0 polindmio
P(x)=P(x)—P,(x) sera:

P(x)=(a,-b)x"+(a, -b,, )x”’1 +(a, ,—b, , )x”’2 +..+(a,—b, )x2 +(a,—=b)x +(a,—b,)

Exemplo:
Calcular o polinémio P(x) = B(x)— P (x) dados:

Pl(x):5x4—2x3—x2+x+5 e Pz(x)=x4+%x3—éx2—x+2 .

Temos que P(x)=(5-1)x" + (%—%)af +(-1 +%)x2 +(1+Dx+(5-2)

portanto, P(x) = 4x* — 3 _%x2 +2x+3 .
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7& Olhando o presente!

Veja o seguinte problema:

P2) Um comerciante percorre trés feiras. Na primeira ele
dobra seu dinheiro e gasta R$ 30,00; na segunda triplica
seu dinheiro e gasta RS 54,00; na terceira ele quadruplica
seu dinheiro e gasta R$ 72,00. Se ficou com R$ 48,00, que
importancia tinha no inicio da sua caminhada? (Problema
de Chuquet com adaptacdo de redacao).

Este é um interessante problema que aborda uma
aplicagao dos polindbmios. Vamos supor que o
comerciante tinha x reais no inicio da caminhada.
O que queremos determinar é o valor de x, apds ter
percorrido as trés feiras. Acompanhe o raciocinio:

Na primeira feira fica com 2x—30.

Na segunda feira fica com
3.(2x—30)—54=6x—-90—-54=6x—144 .

E na terceira feira fica com
4.(6x—144)—72 =24x—-576-72=24x—-648 .

Como o comerciante ficou com R$48,00 entao
24x—-648 =48 .

24x—648:48—)24x:48+648—)24x:696—>x=%—>x=29

Assim, o comerciante tinha R$29,00 no inicio da
caminhada.

Multiplicacao de polindmios
O produto de dois polinomios B (x) e P, (x) é obtido pela

multiplicagdo de cada termo de B, (x) por todos os termos de
P, (x), reduzindo, apés, os termos semelhantes.
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Exemplos:

1) Dados Pl(x)= 2x°+3x-1e Pz(x)= x+3, temos que:

P (x) P, (x): (2x2 +3x— 1)~(x + 3)
= 2x2(x +3)+3x(x +3)-1(x +3)
=2x> +6x” +3x> +9x—x—3

=2x° +9x? +8x—3.

2) A multiplica¢io de polindémios pode ser trabalhada na forma
de dispositivo pratico similar ao usado com nimeros. Observe o
exemplo 1) apresentado no dispositivo:

2x% +3x-1
X x+3
6x*+9x—3

2x° +3x% —x

2x° +9x% +8x-3

3) Acompanhe um exemplo com polindémios de virias varidveis.
(x> +3° +2xp)(2x+3y) =2x +5x° y + 8x)y° +3)°.

4) Anote os exemplos seguintes:
(x+y)(x+y)=x"+2xp+)’
(x=y)(x=y)=x"=2xy+)
(x+y)x=y)=x" -y’

5) Quando os fatores de uma multiplicagdo sdo iguais dizemos
que temos uma poténcia. Observe o exemplo:

(x> +3x—1)" =(x* +3x—1)(x2 +3x—1)

=x"+6x-7x* —6x+1

m Pare! Revise!
.

ké‘ Esses produtos sdo denominados Produtos
Notaveis.
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Divisao de polindmios

Na divisao de nimeros temos, por exemplo, o seguinte raciocinio:
ao dividir 785 por 4, podemos escrever uma relagio entre o
divisor, o quociente e o resto. Veja:

ISSL
-16 46
25
24

1
Podemos afirmar que o nimero 785 pode ser representado por:

4x46+1

Dividendo = Divisor x Quociente + Resto

Outra representagio usual da divisio é: % = 46% =46 +%
ou seja,
dividendo . resto
——— = Quociente + ————
divisor divisor

E se ao invés de numeros tivéssemos polindmios?

O procedimento seria andlogo ao exposto. Podemos, para
facilitar, escrever o dividendo com todos os termos, em ordem
decrescente, colocando zero quando o termo néo existir. A
divisdo termina quando o grau do resto tornar-se inferior ao grau
do divisor.

Veja como funciona!

Unidade 3
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Exemplo:
Dividir P(x) = & + x? + 4 por Q(x) =x? + 2.

Vamos usar um dispositivo prético similar ao utilizado com
numeros.

Dividendo — ¥ +2X +0x + 4 o+ 2 <« Divisor

5 < Quociente
- X - 2x x + 2

0 +2x° - 2x+ 4
—2x — 4

0 —-2x+ 0 < Resto

Assim, podemos reescrever P(x):

X+2x2+4=(x*+2).(x+2)+(-2x)

u Pare! Observe!
Observe que estamos definindo a divisdo como uma

operacao inversa da multiplicacao.

Divisao de P(x) por x-a

Um dispositivo pratico, para esse tipo de divisor, é o de Briot-
Ruffini. Vamos apresentd-lo através de um exemplo.
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Exemplos:

1) Dividir P(x)=x’—-5x+3 por D(x)=x-2 utilizando o Briot-
Rufhini. Observar que os coeficientes do polinémio dado sio 1, 0,

-5,3 equeovalorde aé?2

Passos Resultados
a ap, Aaup-] Aap-2 ap
Escrever todos os coeficientes de ou
P(x) e o valor de a, arranjado como
mostramos ao lado.
2 /1 0 -5 3

Na sequnda linha repetir o 210 =53
primeiro coeficiente de P(x),
observando a colocagao em coluna. 1
Multiplicar esse coeficiente
pelo valor de a, somando com o 2 (1 0 -5 3
proximo coeficiente e posicionando
o resultado abaixo dele 1 2
(2x1+0=2):

. _ , 2 ‘1 0 -5 3
Repetir o procedimento até o
(ltimo coeficiente de P(x). ‘ 1 2 -1 1
Alinha resultante € a representacdo do quociente, com 1 grau inferior
ao dividendo, menos o (ltimo termo que representa o resto. Assim,
x =5x+3=(x-2)(x" +2x-1)+1

Podemos usar Brior~Ruffini para valores de a negativo ou positivo
(lembrar que podemos escrever (x—(~a)). Veja o exemplo

seguinte.

2) Dividir P(x)=x°—-64 por D(x)=x+2.

Unidade 3
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Observe que essa divisio ¢ exata.

—2‘1 0 0 0 0 0 -64
‘1 2 4 816 32 0

Portanto,

X0 =64 = (x+2)(x* - 2x" +4x° —8x" +16x-32)

Parada Recreativa!

Um matematico que sabia operagcdes com polindbmios
resolveu fazer uma mdgica e mostrar que “dois mais
dois é igual a zero”. Veja:

Vamos escolher dois nimeros quaisquer a e b tal que
a-b=4.Em seguida vamos operar algebricamente

a-b=4
a=b+4

a(a—b)=(b+4)(a->b)

a*—ab=ab—b*>+4a—4b
a*—ab—4a=ab-b*>—4b
a(a—b—-4)=b(a—b—4)
a(a-b—-4) bla-b-4)
a-b-4  a-b-4

Como a—b =4 temos que:
4=0
2+2=0

Qual foi o erro?
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\ intese

Nesta unidade vocé estudou a defini¢io e manipulagio de objetos
matemadticos no contexto dos polinémios. Ao finalizar a unidade,
¢ importante lembrar que podemos utilizar os polindémios

para converter a linguagem verbal ou escrita para a linguagem
algébrica.

Por outro lado, vale também ressaltar que as dificuldades de
aprendizagens, no contexto da dlgebra, podem iniciar ja no
momento da inser¢do dos primeiros procedimentos operatérios.
Dai a importincia de concretizar as operagdes com problemas e
exemplos.

Na préxima unidade vocé estudara as fungdes polinomiais e
poderd avangar suas reflexdes, visualizando, principalmente,
alternativas norteadoras vidveis tanto para o ensino fundamental
quanto para o ensino médio.

Entio, vamos em frente? Mas nio deixe de fazer os exercicios
antes de continuar...

% Atividades de auto-avaliacao

1) Determinar o polinémio P(x) do primeiro grau que satisfaz P(l): 3
e P(—l):—l .
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2) Qual o polinémio do segundo grau que satisfaz P(1)=—1, P(-1)=5
e P(0)=0.

3) Observe a expressao (x - 2)(y + 4)(2 — 5) e analise as possibilidades
dessa expressao representar polindmios. Identifique termos,
coeficientes, grau e raizes.

4) Dados P(x)=2x"-3x"+2x-5, Q(x)zlx3 +2x-4 e
R(x)=5x—-2,calcule: 2

@ 2Q(X)—%xQ(X)

(b) (x—=2)P(x)+R(x)
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5) Determine o resto da divisdo (2x° —2x+5)/(3x* —1).

6) Dados
P(x,y)=2xy—x"y’
O(x,y)=-2(x+y)
R(x,y)=(x+y)(2x—y*)

Calcular:

(@) 2P+30-R

) £
0
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7) E comum aparecerem problemas histéricos ou ldgicos que envolvem
polinbmios. No decorrer do desenvolvimento da Matematica, varios
matematicos empenharam-se na resolucao de problemas que nos
dias de hoje sao modelados por expressdes polinomiais. Os grandes
classicos no contexto da matemadtica eram misticos e misturavam
ciéncia e religido. A linguagem usada era a verbal, assim, o tema era
falado em voz alta e os alunos deveriam decorar. Eram ditos populares,
em geral em versos. Um exemplo apresentado por Oscar Guelli, no livro
Contando a Histéria da Matemdtica: Histdria da equagdo do 2°. grau.

Alegravam-se os macacos
divididos em dois bandos:
sua oitava parte ao quadrado
no bosque brincava.

Com alegres gritos, doze
gritando no campo estdo
Sabes quantos macacos hd
na manada no total?

Que tal determinar a equacdo polinomial que determina o nimero de
macacos?
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8) Calcular as seguintes divisoes:

6x° +2x* =3

(a)
4x° -1

2xt =2x* +5x-3
2x+5

(b)

Unidade 3
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@\‘ Saiba mais

Para aprofundar os contetidos estudados nesta unidade,
sugerimos a leitura dos seguintes artigos:

» Para conhecer outros problemas escritos pelo médico
trancés Nicolas Chuquet:

s EVES, H. Introdugio a histéria da matemaitica.
Campinas: UNICAMP, 1995, p.320-321.

Para saber mais sobre a generaliza¢io do dispositivo de Briot-

Ruffini:

s ANDRADE, L. N. Uma Generalizagio de Briot-
Ruffini. Revista do Professor de Matematica, n. 34,
2°quadrimestre de 1997, p. 14-20.
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Equacoes Polinomiais e Fungoes
Polinomiais

i@l)‘ Objetivos de aprendizagem

m Resolver equacdes polinomiais em diferentes situacdes
problemas.

m Realizar pesquisa de raizes reais e complexos nas
equagoes polinomiais.

m Discutir as propriedades e caracteristicas de funcdes
polinomiais em ambientes computacionais.

g Secoes de estudo

Secao 1 Fungdes polinomiais

Secao 2 Equacodes polinomiais

Secdao 3 Formalizando célculos
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Para inicio de conversa

Apresentar as fungdes polinomiais de grau maior que 2 no
contexto do ensino fundamental e médio, é interessante, quando
utilizamos os recursos computacionais. Sabemos da importincia
do exercicio da leitura grifica e os graficos das fungdes
polinomiais em geral, pois elas representam um ponto de partida
para a modelagem de problemas priticos. Suas propriedades e
caracteristicas estdo relacionadas com o estudo das equagoes

em geral e, dessa forma, nesta unidade vamos estabelecer uma
abordagem paralela entre funcoes e equagoes.

Contamos com vocé nesta ultima etapa da disciplina!

Sera que uma equagao matematica
pode modelar todos os
nossos problemas?

102
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SECAO 1 - Fungdes Polinomiais

O estudo das fungées polinomiais em paralelo com o estudo
das equagdes é muito interessante, pois as ferramentas se
complementam. Muitos conceitos aqui discutidos jd sdo de seu
conhecimento, pois foram analisados no ensino médio ou na
disciplina de Tépicos de Matematica Elementar I.

) A
Funcao polinomial

A funcao da forma

-1 -2 2
fX)=ax"+a, x"" +a, ,x""+..ta,x +ax +a,

com a, (i=1,2,3,..,n)e R, a, #0 , é dita funcéo
polinomial de grau n (n ndmero inteiro positivo), e
tem como dominio o conjunto dos nimeros reais.

O quadro que segue apresenta exemplos e representacoes de
fungoes de diferentes graus.

Denominagao Representacao algébrica
Funcao polinomial de f=q
ou
grau zero
f(x)=a

Funcao polinomial do
primeiro grau (Fungéo | f(x)=ax+b com a diferente de zero
linear ou func¢ao afim)

Funcao polinomial do f(x)=ax* +a,x+a, com a, #0

segundo grau (Funcao | |

quadratica) f(x)=ax’+bx+c com a#0.

Funcao polinomial do

_ 3 2
terceiro grau f(x)=a,x +a,x” +a,x+a, com a, #0.

O estudo das fungoes polinomiais até o segundo grau é bastante
comum, mas para graus maiores que dois, as dificuldades
algébricas comegam a aparecer. Atualmente, os recursos
tecnolégicos facilitam o estudo de todos os tipos de funcoes
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polinomiais. As propriedades e caracteristicas podem ser
visualizadas e destacadas quando se trabalha com diversas
representagdes semidticas, por exemplo, quando analisamos a
representagdo grafica em paralelo com a representacio algébrica.

Olhando o futuro!

Estamos no decorrer de todo o curso, destacando a
importancia da utilizacao dos recursos tecnoldgicos.
Didaticamente, é inovador apresentar conteldos

de matematica com o suporte computacional, pois
esta ainda nao é a realidade dos livros didaticos e das
escolas em geral.

*
%

Veja como tudo fica mais simples e rapido usado um
software de apoio!

Exemplos:

Em todos os exemplos que seguem vamos estabelecer a estratégia
de usar as representagdes algébricas e grificas para identificar as
caracteristicas da fun¢io polinomial dada.

(1) Fungioy = 4.

A Figura 4.1 mostra o grafico desta fungdo que é polinomial de
grau zero ou func¢io constante.

v

Figura 4.1 - Grafico da funcdo y=4

104



Topicos de Matematica Elementar Il

Propriedade e caracteristicas

» Dominio: Conjunto dos Reais;

Conjunto Imagem: Conjunto unitédrio {4} ;

Raizes: nio tem;

Crescimento ou decrescimento: nio tem;

Pontos de maximo ou minimo: nio tem.

(2) Fungio y=-2x+3/2 .

A Figura 4.2 mostra o grifico da fungio e suas propriedades
basicas sao listadas a seguir.

A 4

-2 -1 3/4\ 2

Figura4.2- Gréficodafuncio y =—2x+3/2

Propriedade e caracteristicas

» Dominio: Conjunto dos Reais;

Conjunto Imagem: Conjunto dos Reais ;

» Raizes: uma tnica raizem x=3/4 ;

Crescimento ou decrescimento: a fungio é sempre
decrescente;

Pontos de miximo ou minimo: nio tem.

Unidade 4
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5 3
3) Funcio v=x’+>x—>
() uncao y=x 2)6

A Figura 4.3 mostra o grifico da fungio.

y
2.
1 -
1,25 X
-45 -4 -35-3-25 2 -15:-1 05 /.5 115 2 25
-371-3,0625

3
Figura4.3- Grdficodafungio y = X’ + E X = 5

Propriedade e caracteristicas

» Dominio: Conjunto dos Reatis;
= Conjunto Imagem: [-3,0625;+c);
m Raizes: duas raizes ¥ e -3;

» Crescimento ou decrescimento: a fun¢io é decrescente
em (—o0;—1,25] e crescente em [—1,25;+c0);

» Pontos de mdximo ou minimo: tem um ponto de
minimo em seu vértice - (-1,25;-3,0625).

(4) Fungio f(x)=x"-5x>+2x—6

Na Figura 4.4 tem-se a representacio grafica desta fungio do
terceiro grau.
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v

4 -3 -2 -

Figura4.4- Gréficodafuncio f'(x) = X =5x>+2x-6

Propriedade e caracteristicas

» Dominio: Conjunto dos Reais;

Conjunto Imagem: Conjunto dos Reais;

Raizes: no grifico observa-se uma raiz real préxima de
cinco e duas raizes complexas;

Crescimento ou decrescimento: a fungio tem

dois intervalos de crescimento e um intervalo de
decrescimento. Os limites deste intervalo poderio ser
encontrados com o uso de um software ;

Pontos de mdximo ou minimo: tem um ponto de
maximo e outro de minimo em seu dominio.

Este é o tipo de exemplo para o qual podemos apresentar
somente uma discussio aproximada, pois nio conseguimos
visualizar exatamente a raiz real representada pela interse¢do

do gréfico com o eixo dos x. A concavidade do grifico com
intervalos de crescimento e decrescimento caracterizam a situagio
da existéncia de raizes complexas.

Novamente os recursos computacionais podem auxiliar. Veja
na Figura 4.5, no quadro a seguir, o resultado apresentado no
software Derive.

Unidade 4
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Derive 5 - [Algebra 1] @ ) G E @) -

ﬂrquivo Editar Inserir Autor Simplificar Resdlver Célculo Declarar Opgdes Janela  Ajuda

DEEE £ BEX P i =% &% lnma I I % 7

3 2
#1: ¥x —-5x +2-x-686

#2: MotationDigits == 2

3 2
#3: SOLVE{x - 5-x + 2-x — b, x}

#4: x = @.878 - 1.1-1 v x =0.878 + 1.1-1 v x = 4.8

Figura 4.5

(5) Fungio f(x)=3x"—4x*+2x’ +x* =9x+10

Na Figura 4.6 tem-se o grifico da fungdo. Observe que, neste
caso, vamos necessitar usar a representa¢io algébrica em

um ambiente computacional para conseguir ter detalhes das
propriedades e caracteristicas. Veja o uso do Derive na Figura 4.7.

20+

v

Figurad.6-Gréficode () =3x° —4x* +2x> +x* =9x+10

Propriedade e caracteristicas

» Dominio: Conjunto dos Reais;Conjunto Imagem:
Conjunto dos Reais;

» Conjunto Imagem: Conjunto dos Reais

» Raizes: no grifico observa-se uma raiz real préxima de
(-1) e quatro raizes complexas;

108



Topicos de Matematica Elementar Il

m Crescimento ou decrescimento: usando os recursos de
Cilculo Diferencial no Derive podemos afirmar que
a fungdo cresce em (—e0;—0,66)U(I;+e0) e decresce
em (—0,66;1,0) . Observe os cilculos na Figura 4.7 do
Derive. Veja que realizamos uma aproximagio com duas
casas decimais.

» Pontos de mdximo ou minimo: tem um ponto de
maximo e outro de minimo em seu dominio; o ponto de
minimo estd localizado em x=1,0 e o ponto de maximo
em x=-0,66.

L perwespeaz _____________________[CcEwwes

grquivo Editar Inserir Autor Simplificar Resolver Caloulo Declarar ©pcfies Janela Ajuda

DE2EE $BRRX M| =2 &S%y|(lma J ST+ % |2

5 4 3 2
#: I-x - 4w +2-x +x - %-x+18

#2: NotationDigits := 2

5 4 3 2
#3: MSOLUE(3-x - 4-x + 2-x + x — %-x + 18, x, Real)}
#4: x = —1.2

5 4 3 2
#5: NSOLUE(3-x - 4-x + 2-x +x — %-x + 18, x)
#6: x=0.13 -1.3-i v x=08.13 +1.3-i vx=1.1 -8.38-i v x =1.1 +8.38-1 v x = -1.2

d 5 4 3 2
#7: a* {3-x —4-x +2-x +x - %-x+18)
%

4 3 2
#e: 15 x —16-x +6-x +2-x -9

4 3 2
#9: NSOLUE{15-x - 16-x + 6-x + 2-x — ?. x. Real)
#ia: x = -B.66 v x = 1.8

Figura4.7

Na sec¢do seguinte vamos discutir um pouco mais as equagoes
polinomiais que auxiliam no estudo dos polindmios e no estudo
das fung¢des polinomiais.

SECAO 2 - Equacdes Polinomiais

No dia-a-dia de um professor de matematica é sistemdtico o uso
de diferentes tipos de equagdes. Temos:

Equacées algébricas - sao aquelas que podem ser escritas na forma
polinomial ou que podem ser reduzidas a uma forma polinomial.
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Equagcoes transcendentais - sao aquelas que nao podem ser reduzidas
a uma forma polinomial. Geralmente as equagoes transcendentais

envolvem fungbes do tipo exponencial, logaritmica, trigonométrica etc.

§)

Definicao

Seja

P(x)=ax"+a, x""+a,_x"" +..+ax +ax+a,
um polindmio na variavel x. A equacao

ax"+a, x""+a _x"+..+ax +ax+a,=0

ou P(x)=0 é dita uma equacéo polinomial ou,
simplesmente, equacao algébrica.

O nimero @ é denominado raiz (ou zero) da
equacao polinomial se P(xx)=0 .

Olhando o passado!

A busca de todas as raizes de uma equagao polinomial
mobilizou muitos matematicos em diferentes épocas.
Hoje sabemos que uma equacao polinomial de grau
(n>1) admite n e somente 7 raizes. Essas raizes
podem ser niUmeros reais ou numeros complexos.

De modo geral, sabemos que as equacodes sao
importantes no nosso dia-a-dia, pois elas modelam os
problemas. Garbi (1997, p.1) inicia seu livro afirmando
que “a prépria linguagem cotidiana ja incorporou

o verbo “equacionar” e expressdes como “o xis do
problema”.

Como achar o “xis” do problema?

Para achar “o xis” é necessario resolver a equagio que modela o
problema. Para tal, visualizamos a correlagio que ela expressa e
encontramos alguma coisa que desconhecemos e que costumamos
denominar de incégnita.
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Nesta unidade vamos discutir um pouco a resolugido das equagoes
polinomiais que modelam um grande nimero de problemas
praticos.

Olhando o passado!

Foi em 1799 que Karl Friedrich Gauss, com apenas 21
anos de idade, defendeu o seu doutorado brindando
o mundo com o seu famoso Teorema fundamental
da Algebra:

Toda equacdo polinomial de coeficientes reais ou
complexos tem pelo menos uma raiz.

Este importante teorema permitiu que outras
propriedades das equagdes polinomiais pudessem
ser estabelecidas. Na histéria da Matematica, muitos
nomes estao ligados ao desenvolvimento da teoria
das equacdes algébricas. Veja no seu material on-line
uma retrospectiva historica.

& Olhando o presente!

Veja a seguir problemas que sao modelados com
funcdes polinomiais.

P1: Dois corpos A e B se movimentam com velocidades
constantes. Suas posi¢cdes sao modeladas por fun¢des polinomiais
do primeiro grau dadas por:

sendo # o tempo dado em segundos. Qual o momento em que os
dois corpos se encontram?

P2: Um comerciante comprou um lote de mercadorias por

R$ 540,00. Vai vender cada unidade por R$ 5,40 e seu lucro serd
definido em fun¢io de x unidades vendidas. Analisar as seguintes
situagoes:

» Qual a fun¢io que modela esta situagdo apresentada?

= Quantas unidades devem ser vendidas para que o
comerciante comece a ter lucro?

Unidade 4
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Solucao do P1:

O problema ji estd modelado com duas fun¢ées do primeiro
grau e a solugio é obtida igualando-se as expressoes algébricas e
formando uma equagio polinomial do primeiro grau. Veja:

t—2=3—t
2t-5=0
2t=35

t= % = 2,5 segundos.

Solucao do P2:

A fungio que vai modelar esse problema é uma fungio
polinomial do primeiro grau: 7.(x)=5.40x-540 sendo L o lucro
e x a quantidade de mercadoria do lote vendida.

O comerciante comega a ter lucro quando a fungio dada é

¢ q ¢
positiva. Fazendo-se o grifico da fun¢io (ver Figura 4.8),
podemos observar que somente a partir da centésima unidade do
lote vendida é que o comerciante tem lucro.

5501 L(x) - Lucro

500 +
450 T
400 T
350 +
300 +
250 T
200 T
150 T
100 T
50 T X unidades do lote

I
14

-50 + 50 00 150 200 250
-100 T
-150 T
-200 T
-250 T

Figura 4.8

Na sec¢do seguinte vamos discutir detalhes formais na andlise de
equagdes polinomiais.
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SECAO 3 - Formalizando calculos

Uma das caracteristicas de uma equagio polinomial é a
possibilidade de separa-la em forma de fatores lineares. Para tal, é
necessario alguns formalismos matematicos.

m O polinémio P(x) é divisivel por x-c se, e somente se, 0

numero c for raiz do polinémio P(x), isto é, se e somente
se P(c) =0

Entdo se éraizdeP(x) =0 temos que
P(x)=(x—a,).q,(x)=0.Continuando este
procedimento e sendo ¢, também raiz de

P(x)=0 fica g, (x) =(x—a,).q,(x) . Podemos,
sucessivamente, obter a equacao na forma fatorada
em fatores lineares.

P(x)=a,(x—a)(x-a,)..(x—a, )(x—a,)=0

com a,,a,,...,a, raizes de P(x) =0

Este resultado nos permite observar que:

= uma equagio polinomial de grau n admite » raizes;

m podemos obter raizes a partir do conhecimento de uma
delas. Tendo obtido o valor de uma raiz real %1,

por exemplo, podemos fazer PR _ g(x). Neste

al
caso, a equagio polinomial g(x) = 0 terd as outras (n - 1)
raizes de P(x) .

Exemplo:

Obter as raizes de P(x)=x’—7x+6 sabendo que uma de suas
raizes é x = I. Apresentar P(x) na forma fatorada.

Solugio:

3
Fazendo a divisio P(x) obtemos X =Tx+6

x—1 x—1

=x+x-6 .

Resolvendo a equagio do segundo grau x*+x-6=0 , chegamos
aos valores das raizes x=2 e x=-3.

Unidade 4
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Assim, o polinémio dado pode ser apresentado na sua forma
fatorada:

P(x)=(x-1(x-2)(x+3)

w Um polinbmio pode ter raizes multiplas?

A decomposi¢io de um polinémio em fatores do primeiro grau
pode apresentar fatores iguais, por exemplo:

p(x)=x"—6x"+12x -8 = (x =2)(x —=2)(x —2) = (x = 2)°

Dizemos que: @ é raiz de multiplicidade m (m = 1) da equagio
P(x) = 0 se, e somente se,

P(x)=(x-a)".q(x) e q(a)#0 .

Assim, @ é raiz de multiplicidade 7 de p(x) = 0 quando a
decomposicio apresentar 7 fatores iguais a (x—a).

Na equagio do segundo grau, ax’ +bx+c=0,a #0 , sempre que
A=b"—4ac =0, as duas raizes sio iguais (raiz dupla).

Quando todas as raizes da equagio polinomial sdo distintas,
isto é, multiplicidade 1, dizemos que estamos diante de raizes
simples.

E usual, quando apresentado o conjunto de todas as raizes de
uma equagdo polinomial, mostrar apenas as raizes distintas, pois
na notagio de conjuntos convencionamos nio repetir elementos.

Exemplos:

(1) No exemplo anterior mostramos que:
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P(x)=x"—6x>+12x-8
=(x=2)(x-2)(x-2)
=(x-2)

Portanto, a raiz @ =2 tem multiplicidade 3 ou grau de

multiplicidade 3.

O conjunto solugdo da equagio P(x) = 0 ¢ representado simplesmente

por{2}.

(2) Observe as raizes da equagio do segundo grau x> —6x+9=0.
Ao aplicar a férmula de Bhaskara, vamos encontrar a raiz 3 com
grau de multiplicidade 2. Assim, o conjunto solugio ¢ dado por

{3}

é‘ Pare! Revise!

Procure revisar a formula de Bhaskara para encontrar
as raizes de uma equacao do segundo grau. Verifique
no material on-line como deduzir essa famosa
férmula:

‘o —b+b* —4dac .

2a

Podemos, ao fazer a leitura grafica de uma fungio polinomial,
identificar o grau de multiplicidade da raiz real. Observe as Figuras

4.9 ¢ 4.10.

Na Figura 4.9 temos a fungio P(x)=(x—1)*(x+1) que tem a raiz

1 com multiplicidade 2 (par), e na Figura 4.10 temos a fungio
P(x)=(x—2)’ que tem a raiz 2 com multiplicidade 3 (impar). Em
geral, quando o grau de multiplicidade é de ordem par o grifico
toca (tangencia) o eixo dos x e quando o grau de multiplicidade é de
ordem impar o grifico corta o eixo dos x.

Unidade 4
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Figura 4.9 — Grifico da fungo polinomial P(x) = (x —1)*(x +1)

v

Figura 4.10 - Gréfico da fungio P(x) = (x —2)’

Para investigar o grau de multiplicidade de uma raiz podemos
utilizar o dispositivo de Briot-Rufhini, discutido na Unidade 3.

Dada uma equagio polinomial P(x) = 0 com x = ¢ uma de suas
raizes reais podemos aplicar divises sucessivas de P(x) por (x - ¢),
observando sempre o resto da divisdo. O processo termina
quando encontramos um resto diferente de zero.

Exemplo:

(1) Verificar o grau de multiplicidade da raiz 2 na equagio
x'—6x"+12x-8=0.
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Solucao:

Vamos utilizar o dispositivo de Briot-Ruffini para fazer sucessivas
divisdes de P(x)=x"—6x>+12x—8 porx-2.

2 |1 -6 12 -8
1 4 4 0
2 1 -4 4
1 20
2 1 -2
10

X —6x*+12x—8 B
x—2

x*—4x+4 com

Na primeira divisao temos

2
X —4x+4
resto zero. Na segunda = x-2 com resto zero e, em
x —
x=2

x—2

seguida, =1 . Como os trés restos sucessivos sio zeros,

temos que x = 2 ¢ uma raiz tripla de P(x) = 0.

(2) Analisar a multiplicidade da raiz 1 na equagio
x*—4x’ —10x* +28x-15=0.

Solugio:

Para agilizar, vamos aplicar o Ruffini num tdnico dispositivo.

Veja:

1 1 -4 -10 28 -15
1 1 -3 -13 15 0
1 1 -2 -15 0

1 -1 -16
Como encontramos dois restos zeros o grau de multiplicidade da

raiz 1 é dois.

Unidade 4
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Quais as relacées entre as raizes e os coeficientes de
uma equacdo polinomial?

As relagdes de Girard para uma equagio polinomial

p(x)=ax"+a, x""+a, X" +..+a,x’ +ax+a, com % *0.n>1

expressam relacdes entre as raizes e os coeficientes da equagio.
Algumas destas relagdes podem ser dadas por:

Y

7’ 7 . a
m soma das raizes € igual a ;
a

n

m 0 produto das n raizes é igual a =Da,
a

n

Quando se trata da busca de raizes de equagdes do segundo

grau, as relagoes de Girard servem como se fosse um método de
. R _ .

resolugio. Veja a equagio @X +bx+¢c=0 que pode ser reescrita

b c
como x*+—=x+—=0.
a a

Se as duas raizes sio o, e a,, entdo, pelas relacdes de Girard,
podemos escrever:

m S=o,+ta,=—;
a

(-1)’c
a
Portanto, a equagio pode ser reescrita como x* —Sx+P=0.

" P=q Xa, =

Exemplo:

Para achar as raizes de x* —5x+6 =0 basta aplicar as relagdes de
Girard e encontrar as raizes cuja soma vale 5 e cujo produto vale
6. Facilmente chega-se a 2 e 3 que sdo as raizes da equagio dada.
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Como pesquisar raizes racionais?

Para a pesquisa de raizes de uma equagio polinomial o fato

de esta possuir coeficientes inteiros nio implica em que terd
raizes inteiras. Algumas das raizes racionais tém relagio com os
coeficientes da seguinte maneira:

Uﬂ

Seja a equacgdo com coeficientes inteiros
n n-1 n-2 2 _
ax"+a, x" +a, ,x""+..+a,x +ax+ta,=0

com a,#0 e a, #0 .5ep eq forem inteiros primos

entresie o = P é uma raiz racional da equacgdo, entdo

q
pédivisorde a, e qédivisorde a, .

Observe que se a, =1 entdo as raizes racionais da equagio
serdo inteiras e se, além disso a, =1 entdo as raizes racionais
sdo —1 ou +1.

Exemplo:

Seja P(x)=4x’—7x+3=0 . Se esta equagio possui raiz racional
a 25 serd da forma que p seja divisor de 3 e ¢ divisor de 4.

Considerando que os divisores de 3 sio {+1,£3} e os divisores
de 4sdo {+1,£2,+4} , as possiveis raizes sdo

{J_rl,i

4L y3 43 430
4 2°74

N | =

Unidade 4

119




120

Universidade do Sul de Santa Catarina

Como pesquisar raizes reais e complexas?

Podemos, de forma geral, observar que em uma equagio
polinomial com coeficientes reais, isto ¢, a,€ R parai=
0,1,2,3,...,n temos que:

m se a equagdo for do primeiro grau terd uma Unica raiz
real;

m se for do segundo grau terd duas raizes que poderio ser
duas reais ou duas complexas conjugadas;

m se for do terceiro grau terd trés reais ou uma real e duas
complexas;

m se for do quarto grau terd quatro reais, duas reais e duas
complexas ou quatro complexas;

m etc.
Observe a solugido da equagio quadritica ax’ +bx+c=0 . Usando
~b+/A

a

a férmula ¢ =
tem duas

na qual A=5b>—4ac.Se A<0 aequagio

b -A _-b A

raizes complexas que sio «, =2—+ 5 iea, 5 3
a a a a

O produto dessas duas raizes complexas conjugadas resultard um
nimero real.

i .

Exemplo:

Calcule todas as raizes de P(x)=x*—12x* +57x* —132x+136
sabendo que uma de suas raizes é x =2 + 2i .

Como a raiz indicada é complexa, temos a certeza de que a sua
conjugada também sera raiz. De fato a divisdo

x'=12x* +57x* —=132x+136
x*—4x+8

é exata (observar que (x—(2+2i))(x—(2—-2i))=x"—4x+8 ).
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Para encontrar as duas raizes basta analisar o resultado da divisao
que é uma expressio do segundo grau. Temos:

4_ 3 2 _
x"—12x +257x 132x+136 P —8r417.
x —4x+8

A equagio quociente x* —8x+17=0 tem as outras duas raizes
que também sdo cornplexas o, =4+iea,=4-1i.

Parada Recreativa!

Suponha-se que temos trés caixinhas. Uma com

duas bolas pretas, outra com duas bolas brancas e a
terceira com uma preta e uma branca. As caixinhas
tinham suas etiquetas correspondentes — PP, BB e PB
- mas alguém as trocou de modo a estarem todas
com tampas erradas. Tirando apenas uma bola por
vez de qualquer das caixas, sem olhar, qual é o menor
numero de bolas a tirar para determinar o contetido
das trés caixas?

(Gardner, M. Divertimentos matematicos. Sao Paulo:
Ibrasa, 1998, p.39).

Sintese

Nesta Unidade vocé retomou virias idéias jd discutidas no
decorrer de disciplinas ja cursadas. O tema abordado envolveu
as fungdes polinomiais e as equagdes algébricas. Para encerrar,
destacamos a importancia do uso sistemdtico de representagdes
semiéticas no estudo de um objeto matematico. A chave

da aprendizagem da matematica, na maioria das vezes,

estd exatamente na habilidade de manusear e converter as
representa¢des algébricas e grificas.

Unidade 4
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% Atividades de auto-avaliacao

(1) Faca o grafico das seguintes fun¢des polinomiais usando um software
grafico e identifique as seguintes propriedades e caracteristicas:
dominio, conjunto imagem, raizes, crescimento ou decrescimento,

pontos de maximo ou minimo.

b) Y= (x=3)(2x+4)
© y=x*=5x+3x> +5x—4

(d) y:x5+1
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(2) As pessoas que participaram de um banquete trocaram apertos de
maos. Um dos servicais notou que foram 435 cumprimentos e que 2/3
dos convidados eram mulheres. Quantos homens estavam presentes?

(GUELLI, O. Contando a Histéria da Matematica: Histéria da equacao do
segundo grau. Sao Paulo: Atica, 1994, p. 45).

(3) Quantos anos tém Ana e Marta, se a soma das idades mais a diferenca
entre elas mais seu produto é igual a 100 anos, e Ana é mais velha do
que Marta?

(GUELLI, O. Contando a Histéria da Matematica: Equacao - O idioma da
algebra, Sdo Paulo: Atica, 1993, p. 42).
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(4) Obter as raizes da equacdo 10x° —34x* +16x+24=0 .

(5) Exemplifiqgue um polindmio P(x) que tenha a raiz 2 com multiplicidade 3,
raiz 1 com multiplicidade 4 e que satisfaca a relacdo P(0) = §.
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(6) Aplicar o dispositivo de Ruffini para resolver as seguintes equacoes:

@ 10x* —14x* —=52x> +56x = —48
(b) 2x*=7x*=2x+7=0

(7) Encontre um polindbmio do quarto grau que tenha duas raizes
complexas iguais a 7+2i e 7-2i, uma raiz real igual a 1 com multiplicidade
2.

Unidade 4 125




Universidade do Sul de Santa Catarina

=
;@A)\ Saiba mais

Para aprofundar o estudo de polinémios, vocé pode analisar
atentamente todas as sugestoes de leituras e de sites que serdo
apresentadas no seu material on-line. Em especial, recomenda-se
o livro O Romance das Equagées Algébricas, de Gilberto Garbi.
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Para concluir o estudo

Vocé concluiu esta disciplina e, portanto, deve estar
preparado para refletir e discutir situages-problema que
envolvem a andlise combinatéria e os polindmios em
geral. Todos os contetidos apresentados sio temas dos
programas do ensino médio. Dessa forma, eles sio de
grande importancia para vocé como aluno de um curso
que visa a formagio de professores.

Buscamos em vérios momentos incentivar o processo
de reflexdo, pois a pritica reflexiva é uma condigio
necessdria para enfrentar a complexidade do nosso
dia-a-dia.

E importante vocé saber que o livro didatico, como

por exemplo, este da nossa disciplina, apresenta uma
imensa quantidade de informagoes, mas o limite de
tempo e espago acaba produzindo lacunas que devem ser
completadas por outros meios de informagio. Este livro
vai contribuir para criar as condi¢oes da aprendizagem,
mas a contraposicao de idéias e experiéncias é
fundamental para consolidar a aprendizagem. Assim,
ndo perca a oportunidade de revisar, ler e buscar novas
informagées com toda a nossa equipe docente e também
com os seus colegas de curso ou de trabalho.

Siga em frente com a certeza de que vocé estd
caminhando firme!

Estamos por aqui para trocar idéias!

(@
A\
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Respostas e comentarios das
atividades de auto-avaliacao

Unidade 1

1) No Brasil, antes da alteracao do sistema de emplacamento
de automoveis, as placas dos veiculos eram confeccionadas
usando-se 2 letras do alfabeto e 4 algarismos. Qual o nimero
maximo de veiculos que podia ser licenciado neste sistema?

Solucao:

A resolucdo deste problema é o caso de arranjos com
repeticao envolvendo as 26 letras do nosso alfabeto e os 10
digitos do sistema numérico. Vamos, também, identificar o
uso do principio fundamental da contagem. Temos:

m Escolha das letras — (AR),, ;
m Escolha dos nimeros - (AR),,, -

Assim, a resposta final é:
(AR),, x(AR),, = 26% x10* = 676x10000 = 6.760.000

veiculos.

2) Calcule o numero de formas distintas de 5 pessoas ocuparem
os lugares de um banco retangular de cinco lugares.

Solucao:

Temos permutacao simples. P, =5!=120 formas.

3) Calcule o nimero de anagramas da palavra MUNDIAL.
Solucao:

Temos permutacao simples. P, =7!=5040 .
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4) Determine o nimero de anagramas da palavra MATEMATICA. (Nao
considere o acento).

Solucao:

!
Temos permutagdo com repeticdo. Po™? = 10! _ 15.120
anagramas. 213121

5) Quantos anagramas podem ser formados com as letras da palavra
ARARA?

Solucao:

—— =10 anagramas.
3121

Temos permutagao com repeticao. ff’z =

6) Uma prova consta de 12 questdes, das quais o aluno deve resolver 10.
De quantas formas ele podera escolher as 10 questdes?

Solucao:

Temos o caso de combinagdes simples.
120 12-11-100 132
2010120 1012 2

=66 formas.

7) Quantos niimeros com cinco algarismos podemos construir com
0s numeros impares 1,3,5,7,9, desde que estejam sempre juntos os
algarismos 1 e 3.

Solucao:

Para resolver basta considerar que 13 ou 31 sao elementos que junto
com os demais nimeros serdo usados para formar os agrupamentos.
Assim, temos permutacgdes simples de 4 elementos que serdo
consideradas em dois momentos: usando 13 ou 31.

2P, =2.4!=48 numeros.

8) Quantos sao os anagramas possiveis com as letras: ABCDEF, comecando
por A.

Solucao:

Temos permutacdo simples. P, =5!=120 .
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9) Quantos sao 0s anagramas possiveis com as letras: ABCDEFGHI,
comecgando por AB?

Solucao:

Temos permutacao simples, considerando AB um Unico elemento que
ocupara a posicao inicial do anagrama. P, =7!=5.040 .

10) Quantos sao os anagramas possiveis com as letras: ABCDEFGHI,
comecando por uma vogal e terminando por uma consoante?

Solucao:
Temos permutacgao simples, considerando também o principio
fundamental da contagem. Temos:

m Escolha das vogais - P, ;
m Escolha das consoantes - P,

Assim, o resultado final é dado por p . p _ 31 61— 6x
3 6 - :

11) Ha 10 pessoas em um desfile, sendo 3 com camisas verdes, 3 com
camisas amarelas, 2 com camisas azuis e 2 com camisas brancas. De
quantos modos podemos perfilar todas essas 10 pessoas de modo que
0s grupos com as camisas de mesma cor fiquem juntos?

Solucao:

Temos o caso de permutacdes simples associando-se o principio
fundamental da contagem. Temos:

m Permutando-se os 4 grupos formados pelas 4 cores de camisa: P, ;
m Permutando-se os componentes com camisa verde: P, ;

m Permutando-se os componentes com camisa amarela: P,

m Permutando-se os componentes com camisa azul: P,

m Permutando-se os componentes com camisa branca: P,

Assim, a resposta final é dada por:

P xXP,xPxP,xP,=4x3x3x2x2=24x6x6x2x2=3.456

12) Quantos grupos de 3 pessoas pode ser formado com 8 pessoas?
Solucao:

Temos o caso de combinagdes simples.

8! 8.7-6-5! 336

73150 318 g 0 grupos
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13) Em uma sala existem 40 pessoas, 18 mulheres e 22 homens. Quantas
comissdes podem ser montadas nesta sala contendo 3 mulheres e 5
homens?

Solucao:
Temos o caso de combinacdes simples associando-se o principio
fundamental da contagem. Temos:

m Escolha dos homens: C,, ; ;
m Escolha das mulheres: C,

A resposta final é dada por:

22! 17!

Cpy xCpyy = ~ —26.334x816 =21.488.544
STTRETS1170 31141

comissoes.
14) Resolveraequacao 3C ,;=2C, ,, .
Solucao:
Temos:
6xC ,=2C,,,

y (x+1)! oy (x+2)!
31 (x+1-3)! 21(x+2-2)!
! !
6 (x+1)! _zx(x+2).

3(x=2)!  21(x)!
(x+Dx(x-1)(x-2)! 2 (x+2)(x+1)x!
(x—2)! - 21x!

(x+Dx(x—D=(x+2)(x+1)
x(x=1)=(x+2)
xP-2x-2=0

Vamos obter dois valores irracionais: x =1+ \/§ .

15) Quantos nimeros com 4 algarismos podemos formar com os
algarismos: 0,1,2,3,4,5,6,7,8 e 9.

Solucao:

Temos arranjos com repeticao. (A4R),, , = 10* =10.000 numeros.
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Unidade 2

1) Desenvolva a expressdo usando o diagrama de arvore.

3
Solucao: O diagrama de arvore para a resolucao de (x + a) é
apresentado na figura a sequir.

10 fator Termos
(produto)
X X.X.X
@i x< a x.x.a
X xX.a.x
a< a x.a.a

X a.x.x
x<_

a a.x.a

X a.a.x
a <

a a.a.a

Assim,
3
(x + a) =xxx+xxa+xax+xaa+axx+axa+aax+aaa

=x +3ax* +3a’x+d’

2) Desenvolva as seguintes expressdes usando o teorema binomial.

a) (x+3y)3
b) (3—2)5

0 (4 -x° )4

d) (x+y)[0
(@) Nestecaso, x=x e a=3y:

(x+3y) :@-@)0 e +@-(3y)1 " +@-(3y)2 o +@-(3y)3

=X +9x’y+27xy° +27y°
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(b) Nestecaso, x=3 e a=—z:

(3-z) :@.(_z)“ 3 +Gj-(—z)l 3 +@.(_z)2 3 +@.(_z)3 3 +@.(_z)“ 3 +@.(_z ;

=—2z"+15z* -902° +270z* — 405z + 243

(c)Nestecaso, x=4 e a=—x":

(- {;‘)(_)a)".44{jj.(_xs)’.43+[;‘j.(_x3)2.42{;’)(_xs)f.41+[j]..(_x3)4
=x""—16x" +96x° —256x" + 256

(d)Nestecaso, x=x e a=Yy :

10 10 0 _10 10 1.9 10 2 .8 10 3 7 10 4 6 10 5 .5
X+ = Yy x4 Yy X+ cyTexT+ Sy ex + yTexT+ Yy ex
(x+y) [ij LY 5 | 3 | L7 s |
10 6 4 ]'0 7 3 ]'0 8 2 10 9 1 10 10
+ . . + . . + . . + . . + .
(6} ror (7] e )T e ) T )Y

(x+y)10 =x"+10yx° +45y°x* +120)°x” +210p*x® +252)°x° +210y°x* +120y"x" +45y°x* +10y°x + "

. . . . 80
3) Determine os 3 primeiros termos do desenvolvimento de (x + y) .
Considere as poténcias de expoentes decrescentes de x .

Solucao: Os trés primeiros termos serdo dados por:

80 0 30 80
. X =X
0 Y
80
1 .yl _x79 — 80yx79
80
2 'yZ.x78:3160y2x78

4) Determine o nimero de termos quando se desenvolve os seguintes
binémios:

a) (a + b)m
b) (a+b)”
d (a+b)
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Solugao: O numero de termos no desenvolvimento dos bindmios é
sempre dado por n+1 . Assim, para as situacdes apresentadas teremos:

a) 11 termos.
b) 22 termos.

o) (n+1) termos.

5) Determine a soma dos coeﬁcienjtes dos termos do
desenvolvimento de (4x+2y) .

Solugado: Fazendo x =1 e y =1 teremos:

(4-1+2-1) =(6) =7776 .

O que indica que a soma dos coseﬁcientes dos termos do
desenvolvimento de (4x + 2y) éigual a 7776.

6) Determine o valor de p, sabendo que a soma dos coeficientes
numéricos do desenvolvimento de (x + a)p éigual a 512.

Solucao: A soma dos coeficientes é obtida fazendo-se x =a =1. Assim
teremos:

(1+1)" =512
27 =512
2P =2
p=9

Logo, o valor de P é igual a 9 para que a soma dos coeficientes seja
igual a 512.

7
7) Qual o coeficiente de x° no desenvolvimento de (2x+1) ?

Solucao: Usando a férmula do termo geral, temos:

CJorea(Jea

Para determinar o coeficiente de x?, 0 expoente de x no termo geral
deve serigual a 2:

T—-p=2
p=>
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Substituindo no termo geral:

7 7-5 2 765' , 42 )
[5j~(2x) 5'2'() X == x* =84x

512

2
Logo, o coeficiente de X éigual a 84
. . A 6
8) Determine o coeficiente de ao desenvolver o bindmio (2 — x) .

Solugao: Usando a férmula do termo geral, temos:

e

. . 4
Para determinar o coeficiente de x", o expoente de x no termo geral
deve seriguala4: p =4

Substituindo no termo geral:

6 ~ ! .5.41
(=x)"-2) fo O i 285 ey 30 g gon
4 4121 412 2

Logo, o coeficiente de x* é igual a 60.

3
3
9) Calcule o coeficiente de no desenvolvimento de (x + 2—) .
X

Solucgao: Usando a férmula do termo geral, temos:

Cj(%jp ()" = (ZJG" @x)"-(x)”

30277 -(x)S_p
.3P.07P ,x—p+3—p

.3[) ‘2—p .x—2p+3

3
p
3
p
3
p

Para determinar o coeficiente de x , 0 expoente de x no termo geral
deve seriguala 1:
J 2p+3=1

—2p=-2
p=1

Substituindo no termo geral:

3 ! .21
.31 .271 .x72'1+3 :i.:;.l.x:ﬁ.:s.l.x:gx
1 na2r 2 na2r 2 2
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Logo, o coeficiente de x é igual a % .

14 14

10) Determine o valor de para que a igualdade = seja

. X 2x—1
verdadeira.

14 14
Solucao: Para que a igualdade ( J = [ j seja verdadeira, temos
duas possibilidades: X 2x—1

x=2x-1 x+2x—-1=14
2x—x=1 ou 3x=15
x=1 x=5

11) Qual lor d 10 10 ?
ual o valor de para que = ?
paraq p—1 2p-3
Solucao: As possibilidades sao:

p—-1=2p-3 p—-1+2p-3=10
p=2 4 3p=10+4
14
P73

Unidade 3

1) Determinar o polinébmio do primeiro grau que satisfaz P(]): 3 e
P(-I)=-I.

Solugao: Como o polinémio P(x) é do primeiro grau, tem sua forma
geral dada por P(x): ax+b .Entéo,

P(l)=a+b=3—>a=3—b
P(—l):—a+b:—l

b=-1+a
b=-1+3->
2b=2

b=1—>a=3-1=2

Logo, o polindmio do primeiro grau é P(x): 2x+1.
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2) polinbmio do segundo grau que satisfaz P(I)z -1,

P(-I)=5e P(0)=0".

Solucao: Como o polinémio P(x) é do segundo grau, ele tem a forma

geral dada por P(x)=ax’ +bx+c .Entao,
P(I)=a+b+c:—l
P(—l):a—b+c:5
P(O):c:O—>c:0

Substituindo o valor de c:
P(l):a+b+0:—1—>a+b:—l
P(—1)=a—b+0:5—>a—b=5

Entao, podemos montar o sistema:

a+b=-1
a-b=5
2a=4
azi:2
2

Substituindo o valor de a:
a+b=-1->2+b=-1->b=-1-2->b=-3

Logo, o polinémio do segundo grau é P (x)=2x" —3x.

3) Observe a expressao (x - 2)(y + 4)(2 = 5) e analise as possibilidades

dessa expressao representar polindomios. Identifique termos,
coeficientes, grau e raizes.

Solucao: Inicialmente, é possivel desenvolver a expressao a ser analisada:

(x—2)(y+4)(z—5)=(xy+4x—2y—8)(z—5):xyz—Sxy+4xz—20x—2yz+10y—82+40

Polinbmio em Xx :
P(x):(yz—5y+4z—20)x+(—2yz+10y—82+40)
Termos: (yz2—5y+4z-20)x e (—2yz+10y—82z+40)
Coeficientes: (yz—5y+4z-20) e (—2yz+10y -8z +40)
Grau: primeiro grau ou gr (P)z 1

Raiz: 2.
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Polinbmioem y :
P(y)=(xz—Sx—2Z+10)y+(4xz—20x—82+40)
Termos: (xz—5x—2z+10)y e (4xz—20x—8z+40)
Coeficientes: (xz—5x—2z+10) e (4xz—20x—8z+40)
Grau: primeiro grau ou g% (P)= 1

Raiz: -4.

Polinbmioem z :
P(z):(xy+4x—2y—8)z+(—5xy—20x+10y+40)
Termos: (xy+4x—-2y—8)z e (—5xy—20x+10y+40)
Coeficientes: (xy+4x—2y—8) e (-5xy—20x+10y+40)
Grau: primeiro grau ou gr (P)= 1

Raiz: 5.

Polinbmioem x e y:
P(x,y)=(z=5)xy+(4z-20)x+(-2z+10)y + (-8z +40)

Termos: (z2=5)xy, (4z-20)x, (-2z+10)y e (-8z+40)
Coeficientes: (2—5), (42—20) , (—2z+10) e (—82+40)
Grau: primeiro grau ou gr (P)= 2

Raiz: (2, ) para qualquery e (x,—4) para qualquer x.

Polinbmioem x e z:
P(x,z):(y+4)xz+(—5y—20)x+(—2y—8)z+(10y+40)
Termos: (v +4)xz , (=5y=20)x , (-2y-8)z ¢ (10y+40)
Coeficientes: (y+4), (-5y-20), (-2y-8) e (10y+40)
Grau: primeiro grau ou gr(P)=2

Raiz: a = y para qualquer z e (x,S) para qualquer x.

Polinbmioem y e z :
P(y,z)=(x=2)yz+(-5x+10)y +(+4x—8)z +(—20x+40)
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Termos: (x—2)yz , (-5x+10)y , (+4x—8 e (—20x+40)
Coeficientes: (x—2) , (=5x+10) , (+4x-8) e (-20x+40)
Grau: primeiro grau ou gr (P)= 2

Raiz: (—4,z) para qualquer z e (,5) para qualquer .

Polinbmioem x, y e z :
P(x,y,z):xyz—Sxy+4xz—20x—2yz+10y—82+40
Termos: Xyz , —=5xy , 4xz , —20x , —2yz , 10y , -8z e 40
Coeficientes: 1, -5,4,-20, =2, 10, -8 e 40

Grau: primeiro grau ou gr (P)=3

Raiz: (2,7,2) para qualqueryez e (x,—4,z) paraqualquerxeze
(x, »,5) para quaisquer x e y.

1
4)Dados P(x)=2x" —3x +2x-5 , Q(X):EX3+ZX_4 e
R(x):5x_2,ca|cu|e:

1
a) 2Q(X)—EXQ(X)
Solucao:
2Q(x)—le(x)— 2(lx3 +2x—4j—lx(lx3 +2x—4j
2 2 2 \2
=X +4x—8—%x4 —x*+2x

=—%x4+x3 —x*+6x-38

b) (x—2)P(x)+R(x)
Solucao:
(x—=2)P(x)+R(x) = (x—2)(2x5 -3x +2x—5)+ (5x—2)
=2x°=3x* +2x7 —5x—4x" +6x° —4x+10+5x -2

=2x%—4x° =3x* +6x° +2x* —4x+8
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5) Determine o resto da divisdo (2x° —2x+5)/(3x° -1) .

4
(2x'-2x+5) (2 ), —3¥*d
G- 3 31

O resto da divisao é —Ex +5

6) Dados P(x,y)=2xy—x’y’
O(x,y)==2(x+y)
R(x,y)=(x+y)(2x—y")

Calcular:

a) 2P+30-R

b)
o

Solucoes:

a) 2P+30—-R= 2(2xy—x2y3 )+3-(—2)(x+y)— (x+y)(2x—y2 )=

=4xy—2x2y3—6x—6y—(2x2—xy2+2xy—y3)=
=4xy-2x"y —6x—6y—-2x" +x)° - 2xp+ )’ =
=2xy—2x"y  —6x—6y—2x" + x> +y

2.3 3 4 2 5
L _2o=xy | W Y| Ty
0 2x-2y 2 2 —2x-2y

7) E comum aparecerem problemas histéricos ou l6gicos que envolvem
polinémios. No decorrer do desenvolvimento da Matematica, varios
matematicos empenharam-se na resolucdo de problemas que nos
dias de hoje sao modelados por expressdes polinomiais. Os grandes
classicos no contexto da matematica eram misticos e misturavam
ciéncia e religidao. A linguagem usada era a verbal, assim, o tema era
falado em voz alta e os alunos deveriam decorar. Eram ditos populares,
em geral em versos. Um exemplo apresentado por Oscar Guelli, no livro
Contando a Histdria da Matematica: Histéria da equagao do 2°. grau.
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Alegravam-se os macacos
divididos em dois bandos:
sua oitava parte ao quadrado
no bosque brincava.

Com alegres gritos, doze
gritando no campo estao
Sabes quantos macacos ha
na manada no total?

Que tal determinar a equacao polinomial que determina o nimero de
macacos?

Solucao: Este verso pode ser traduzido numa linguagem algébrica. Veja:

xz(f)ﬂz
8

Estamos diante de uma equacao algébrica do tipo polinomial

X'~ 64x + 768 =0
Observar que a solucao da pergunta proposta no verso nao € Unica.

8) Calcular as seguintes divisdes:
a) 6x +2x° -3
4x’ -1

b) 2x = 2x +5x-3

2x+5
Solugoes:
6
2

26X 4203 6 27y

4x’ -1 4 4x -1
751
4 3 —

p) 25" —2x +5x—3:(x3_1x2+3_5x_1£ .8

2x+5 4 8 2x+5

Vocé pode ainda utilizar o dispositivo pratico de Briot-Ruffini em sua
forma tradicional ou na forma generalizada.
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Unidade 4

1) Faca o grafico das seguintes fun¢des polinomiais usando um software
grafico e identifique as seguintes propriedades e caracteristicas: dominio,
conjunto imagem, raizes, crescimento ou decrescimento, pontos de
maximo ou minimo.
a) y=5x-1/3
b) y=(x-3)2x+4)
g y=x'-5x+3x"+5x—4
d y=x+1

Solucgoes:

(a) A Figura 1 apresenta o grafico da funcao

v

Figura1

Propriedades e Caracteristicas:

m Dominio: Conjunto dos Reais.
m Conjunto Imagem: Conjunto dos Reais.

m Raizes: x=—=0,066.
15

m Crescimento ou decrescimento: a funcao é sempre crescente.

m Pontos de maximo e minimo: Nao tém maximos ou minimos.

(b) A Figura 2 apresenta o gréfico da funcdo do segundo grau ou fungao
quadrédtica y=(x—-3)(2x+4)
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Figura2

Propriedades e Caracteristicas:

m Dominio: Conjunto dos Reais.

25
m Conjunto Imagem: [—7,+00J . Observe na Figura 5 que o calculo

do limite inferior foi feito no Derive, usando os recursos do Calculo
Diferencial, mas vocé pode também usar os recursos do calculo do
vértice algebricamente sem o uso de derivadas.

m Raizes: x, =3 e x, =—2.Observe que as raizes podem ser
visualizadas diretamente no grafico e também na expressdo
algébrica.

1
m Crescimento ou decrescimento: a fungao é decrescente em (—00,—
e crescente em {5, +ooj . Observe que vocé pode expressar o

intervalo aberto em Y.

m Pontos de maximo e minimo: O ponto de minimo esta no vértice a

3 1 =25 1 - , .
parabolaem | —,—— |. Observe que | —,—— | é um ponto e ndo
deve 2 2 2 2

ser confundido com intervalo.
(c) A Figura 3 apresenta o grafico da funcdo

y=x'-5x"+3x" +5x-4 .
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=N WhUIo N ® O

Figura3

Propriedades e Caracteristicas:

m Dominio: Conjunto dos Reais.

= Conjunto Imagem: [3,14; +00) . Observe que o limite inferior (3,14)
é aproximado e foi obtido com recursos computacionais, utilizando
inicialmente o cdlculo da derivada (ver Figura 5). Vocé poderia
visualizar no grafico com uma menor precisao.

m Raizes: Esta é uma funcao polinomial do quarto grau e, portanto,
tem 4 raizes que estao visiveis graficamente: 4, -1, 1 e 1. Vocé
deve observar que no ponto x = T o grafico tangencia o eixo,
caracterizando a multiplicidade da raiz. Experimente usar também o
método de Ruffini.

m Crescimento ou decrescimento: Veja os intervalos de crescimento e
decrescimento. Acompanhe graficamente e os limites foram obtidos
com os recursos do derive: decrescente em (—00; —0,39) ; crescente
em (—0,39; 1) ; decrescente em (1;3,14) e crescente em (3,14; +oo).
Observe a notacao dos intervalos com o ponto e virgula, pois estamos
expressando os limites em formato decimal. Isto facilita a identificacao
dos limites do intervalo.

m Pontos de maximo e minimo: Com o auxilio do gréfico e com os dados
obtidos no Derive, podemos estabelecer que: em x =1temos um
ponto de minimo; em x = —0,39 temos um ponto de maximo e em
temos um ponto de minimo.

(d) A Figura 4 mostra o grafico da funcdo y = x° +1.
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v

Figura 4

Propriedades e Caracteristicas:

m Dominio: Conjunto dos Reais.

m Conjunto Imagem: Conjunto dos Reais.

m Observe que o grau da funcao sendo impar o grafico nao tangencia
o eixo. Neste caso estamos diante de 4 raizes complexas
-0,3+£0,95i e 0,8%0,58i) e somente umaraizreal x =-1).
A raiz real esta visivel graficamente e as raizes complexas foram
obtidas usando-se o Derive (ver Figura 5).

m Crescimento ou decrescimento: a funcdo é sempre crescente.

m Pontos de maximo e minimo: Nao tém maximos ou minimos.

Para finalizar esta atividade apresentamos a Figura 5 que mostra as
etapas usadas no Derive para a obtencao dos dados apresentados.
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1
- E-x - —
3

1
#2: SOLUE[S'x - x]
3

1
#3: x = ——
15

#4: x = B.06666666666
#5: {x — 3)-(2-x + 4)

d
#6: — {{x — 3}-{2-x + 4))
dx

#7: 2-(2-% — 1)
#8: SOLVE(Z-(2-x — 1), x)

#9: x = —
#e: E—

4 3 2
#HMi: x - 5x +3-x +5-x-4

4 3 2
#12: SOLUE{x - 5-x + 3-x +5-x -4, x)
#13: x =4 vx=-1wvx=1

d 4 3 2
#4: — (x -5x +3Ix +h-x-4)
dx

3 2
#5: 4-x — 15-x + 6-x +5

3 2
#16: SOLUE{4-x - 15-x + 6-x + 5, %}
#17: x = —-@.3971888598 v x = 3.14718885% v x =1
5
#18: x + 1

5
#19: SOLUE(x + 1. x)
#28: x = B.8@9@169943 — @_5877852522 -1 v x = B.8@9A169943 + B.5877852522 -5 v x = -B.3090169943 - B.951@565162 -5 «
x = —B.3098169943 + B.9510565162-1 v x = —1

Figura5

2) As pessoas que participaram de um banquete trocaram apertos de
maos. Um dos servicais notou que foram 435 cumprimentos e que 2/3
dos convidados eram mulheres. Quantos homens estavam presentes?

(Guelli, O. Contando a Histéria da Matematica: Histéria da equacao do
segundo grau. Sao Paulo: Atica, 1994, p.45).

Solucao:

Se o numero total de pessoas presentes ao banquete é x, cada pessoa
da x-1 apertos de maos, pois ela nao precisa cumprimentar a si mesma.
Por outro lado, quando duas pessoas se cumprimentam a contagem

é somente um aperto de mao. Portanto, a modelagem do problema é
dada por:

M:435.
2

Simplificando esta expressdo, vamos obter uma equacao do segundo
grau.

x> —x—870=0. Resolvendo usando Bhaskara temos:

o ~(~1)+J(-1> —4-1-(-870) 1+/1+3840 13481 159
2.1 2 2 2
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Temos duas raizes: -29 e 30. Como ndo podemos ter como resposta
um numero negativo, vamos considerar somente o valor positivo 30
convidados.

Sabendo que 2/3 sao mulheres, tem-se que 2/3 de 30 representa
20 mulheres e entao concluimos que na festa estavam presentes 10
homens.

3) Quantos anos tém Ana e Marta, se a soma das idades mais a diferenca

entre elas mais seu produto é igual a 100 anos, e Ana é mais velha do
que Marta?

(GUELLLI, O. Contando a Histéria da Matematica: Equacdo — O idioma da
algebra, Sao Paulo: Atica, 1993, p. 42)

Solucao:

Se representarmos por x a idade de Ana e por y a idade de Marta,
poderemos escrever a equacgao (polinomial de duas variaveis):

(x+y)+(x—p)+xy=100 .

Vamos expressar y em termos de x:

x+y+x—y+xy=100

2x+xy =100
x(2+y)=100
2+y:@

X

X

Encontramos, assim, uma funcao que nao é do tipo polinomial.
Supondo que as idades sao numeros inteiros (significa que s6 podemos
usar numeros x que sao divisores de 100) e que Ana é mais velha do
que Marta (x>y), vocé poderd concluir as idades. Para facilitar, vocé
pode montar a tabela da funcéo:
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x (Ana) y= m )
X (Marta)
1 98
2 48
4 23
5 18
10 8
20 3
25 2
50 0
100 -1

Veja que a resposta do nosso problema nao é Unica. Temos as seguintes
hipéteses para o par de idades (Ana, Marta): (10,8); (20,3) e (25,2).

4) Obter as raizes da equacdo 10x° —34x* +16x+24=0

Solugao: A Figura 6 mostra o gréfico da funcao
y=10x> —34x” +16x + 24 cujas raizes séo exatamente iguais as raizes
da equacao dada.

Figura 5

Podemos observar uma raiz igual a dois que tem multiplicidade 2.
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Podemos aplicar o Ruffini para constatar isto e encontrar a outra raiz.

10 -34 16 24
2 20 28 -24
10 -14 -12 0
2 20 12
10 6 0

Temos que a terceira raiz vai ser encontrada usando-se a expressao
10x+6 =0, resultando a raiz 3/5.

5) Exemplifique um polindmio P(x) que tenha a raiz 2 com multiplicidade
3, raiz 1 com multiplicidade 4 e que satisfaca a relagao P(0) = -8 .

Solucao: Podemos apresentar o polinémio fatorado:

P(x) = (x—2)’(x—1)" e verificar se este polindmio satisfaz a relacio
P(0)=-8.Dafato P(0)=(0—-2)’(0—-1)* =-8-1=-8.

Portanto, a resposta final pode ser apresentada na forma fatorada
P(x)=(x-2)(x-1".

6) Aplicar o dispositivo de Ruffini para resolver as seguintes equagdes:

(@ 10x* —14x° —52x* + 56x = —48

(b) 2x* =7x*=2x+7=0

Solucao de (a):

10 -14 -52 56 48
2 6 12 -80 -48
10 6 -40 -24 0
2 20 52 24
10 26 12 0
-2 -20 -12
10 6 0

Fazendo 10x+ 6 =0 vamos encontrar a raiz -3/5. Assim, as raizes sao:
2,2,-2 e -3/5.
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Solucao de (b):
2 -7 -2 7
-1 -2 9 -7
2 -9 7 0
1 2 -7
2 -7 0

Fazendo 2x —7 = 0 vamos encontrar a raiz 7/2. Assim, as raizes sao: -1,
1,e7/2.

7) Encontre um polindmio do quarto grau que tenha duas raizes
complexas iguais a 1+2i e 1-2i, uma raiz real igual a 1 com
multiplicidade 2.

Vamos fazer P(x) = (x —(1+2i))(x —(1-2i))(x—1)*.
Fazendo as operacdes podemos apresentar o resultado como
P(x)=x*—4x> +10x* —12x+5 .
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